Bab 4 GRADIEN,
DIVERGENSI DAN CURL

OPERATOR DIFERENSIAL VEKTOR DEL, dituliskan V, didefinisikan oleh

JIQ)

Operator vektor ini memiliki sifat-sifat yang analog dengan vektor-vektor biasa. Adalah bermanfaat untuk men-
definisikan tiga buah besaran berikut yang muncul dalam pemakaian praktis yang dikenal sebagai gradien, di-
vergensi dan curl. Operator ¥ juga dikenal sebagai nabla.

GRADIEN. Misalkan ¢(x, y, z) terdefinisikan dan diferensiabel pada tiap-tiap titik (x, y, z) dalam suatu da-
erah tertentu dari ruang (yakni ¢ mendefinisikan sebuah medan skalar diferensiabel). Gradien ¢,
dituliskan V¢ atau grad ¢, didefinisikan oleh
£l B s ) [eo 3 . 3¢
v = (=i +=—1i + —Kk = —LXj + Z£j + k
o, Badgpn g N B Ut g
Perhatikan bahwa V¢ mendefinisikan sebuah medan-vektor.
Komponen dari Vd) dalam arah sebuah vektor-satuan a diberikan oleh A¢.a dan disebut turunan-arah
dari ¢ pada arah a. Secara fisis, ini adalah laju perubahan ¢ pada (x, y, z) dalam arah a.

DIVERGENSI. Misalkan V(x,y,2) = Vi + Ij + Ik terdefinisikan dan diferensiabel dalam suatu da-

erah tertentu dari ruang (yakni, V mendefinisikan sebuah medan vektor). Maka divergensi dari
V, dituliskan V.V ataudiv V, didefinisikan oleh

) =38 \ovsins B ; yrp
Vay = i i KR Li+ kK

A, , W, , W

e ot Yoy
Perhatikan analoginya dengan A-B = A, B, + A,B, + A.B, . Juga perhatikan bahwa V-v #Vv.V.

CURL. Jika V(x, y, z) adalah sebuah medan vektor diferensiabel maka curl atau rotasi dari 'V, dituliskan
curl 'V atau rot V, didetinisikan oleh

Vxv = (%i + a%j sl SEUA SRR B AY
i j k
Sl 2 2
ax By Bz
A VQ VS
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Perhatikan bahwa dalam penguraian determinan, operator-operator a—a—, é—a_, 9 haruslah mendahului
X’ 3y’ dz

hbbs .

RUMUS-RUMUS YANG MENGANDUNG V.

Jika A dan B adalah fungsi-fungsi vektor yang diferensi-
abel, dan ¢ dan ¢ fungsi-fungsi skalar dari kedudukan

(x, y, z) yang diferensiabel, maka

1. Vip+y) = Vo + Vy atau  grad(p+)) = grad ¢ + grad ¢

2. V-(A+B) = V-A +V-B  atau div(A+B) = divA + divB

3. Vx(A+B) = VxA +VxB atau curl(A+B) = curlA + curl B

4. VeipA) = Vpy.A + p(V-A)

5. Vx (@A) = (Vp)xA + p(VxA)

6. V-(AxB) = B-(VxA) — A-(VxB)

7. Vx(AxB) = (B-V)A — 3{V-A) — (A-V)B + A(V-B)

8. V(A-B) = (B-V)A + (A-V)B + Bx(VxA) + Ax(VxB)

9.V-(V¢)EV2¢E%‘§+%‘§+§§

dimanaVQEi —.‘i+id'bt) rator Lapl

32 32 322 isebut operaror Laplace

10. Vx(V¢) = ¢. Curl dari gradien ¢ adalah nol.

11. V-(VxA) = 0. Divergensidari curl A adalah nol.

12. Vx(VxA)y = VV-A) — va

Dalam rumus-rumus 9 — 12, dianggap bahwa ¢ dan A memiliki turunan-turunan parsial kedua yang kontinu.

[NVARIANS. Pandang dua buah sistem koordinat tegak-lurus atau kerangka-kerangka acuan xyz dan x'y'z’

(lihat gambar di bawah) yang memiliki titik-asal O yang sama teiapi sumbu-sumbu sistem

koordinat yang satu terotasikan (terputarkan) terhadap yang lainuya.

Sebuah titik P dalam ruang memiliki koordinat- z
koordinat (x, y, z) atau (x', y', z*) relatif terhadap sis- 3t (%,. 2)
tem-sistem koordinat ini. Persamaan-persamaan transfor-
masi antara koordinat-koordinat atau transformasi koor-
dinat diberikan oleh

(112"

x = lyux + lpy + ligz
(D y' = lax + lpy + lnz
z' lygx + laoy + laaz

dimana Lk, j, k=1,2, 3 menyatakan arah-arah cosinus
dari sumbu-sumbu x', y' dan z' terhadap sumbu-sum-
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bu x, y, dan z (lihat Soal 38). Dalam hal di mana titik-titik asal dari kedua buah sistem koordinat tidaklah
berimpitan, maka persamaan transformasinya menjadi

1

x' o= lpx o+ oy ezt

T

(2) y' = lpx 4 lpy + lmz * oap
1

2 = lgx + lypy + lpz ~ ag

di mana titik-asal O sistem-koordinat x y z berada di (a,’, a,', a3') relatif terhadap sistem-koordinat x'y'z’.

Persamaan-persamaan transformasi (/) mendefinisikan suatu rotasi-murni sedangkan persamaan-persamaan
(2) mendefinisikan suatu rotesi ditambah translasi. Sebarang benda-kaku memiliki efek translasi yang diikuti
dengan rotasi. Transformasi (1) juga disebut transformasi ortogonal. Sebuah transformasi koordinat linear
disebut suatu transformasi afin (affine transformation).

Secara fisis, sebuah fungsi skalar atau medan skalar ¢ (x, y, z) yang dihitung pada suatu titik tertentu harus-
lah tak bergantung pada koordinat-koordinat dari titik tersebut. Jadi temperatur pada suatu titik tidaklah ber-
gantung pada apakah koordinat-koordinat (x, y, z) atau (x', ¥, z') yang dipergunakan. Maka bila ¢ (x, y, z)
adalah temperatur pada titik P dengan koordinat (x, v, z) sedangkan ¢' (x', y', z') adalah temperatur pada titik
P yang sama dengan koordindt koordinat (x', y', z) halus ah kita peroleh ¢ (x, y, z) = ¢' (x', ¥', z). Jika

¢(x,v,z) = ¢'(x',y, 2'). dimanax,y,zdan x' , »', z' dihubungkan oleh persamaan-persamaan transformasi
{1/ atau (2), maka kita menyebut ¢ (x, y, z) sebuah invarian (znvarlant} terhadap transformzm ini. Misalnya,
x? +y? + 2% invarian di bawah transformasirotasi (1), karena x* +y? +z2 =x'2 +y'? +7'2,

Begitu pula, sebuah fungsi vektor atau medan vektor A(x, y, z) disebut sebuah invarian jika A(x, y, z) =
A'(x', ¥, z'). Ini akan benar, jika

Axy, )i + Ay + Ay, 0k = AEYDI + Ay Di' + Ay HK
Dalam Bab 7 dan 8, ditinjau transformasi-transformasi koordinat yang lebih umum dan konsep-konsep di atas

diperluas.

Dapat diperlihatkan (lihat Soal 41) bahwa gradien dari sebuah medan-skalar invarian adalah sebuah medan
vektor skalar terhadap transformasi-transformasi (/) atau (2). Begitu pula, divergensi dan curl dari sebuah medan
vektor invarian adalah invarian di bawah transformasi ini.

Soal-soal yang Dipecahkan
GRADIEN

1. Jika ¢ (x,y,2) = 3x°y — y’2®, carilah Vo (atau grad¢) pada titik (1, —2, —1).

= i 9 o TE P
Vo = (5, L * 5 8w ki g

- 1Lty -y j%(3x2y_,322) ¢ K3y =)

= 6xyi + (3x2—3y229)i — 2°:zk
= SlE-m1 o Eay =3 -1t i~ 2027 1ok

= —12i — 9= 16k

2. Buktikan (a) V(F+G) = VF+VG, (b) V(FG) = F VG + G VF ' di mana F dan G adalah fungsi-fungsi
skalar dari x, y dan z yang diferensiabel.
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(ay ViF+Gy = (.a—xi + :a—yj + :a—zk)(F+G)
= ‘a%”*“ + j%(F+G) + k%(ﬂc)
SREINE L I I e
T RS S R
= (x.—aa; +ja—ay +k§a;)F +(i—§;+j§;+k%)6 = VF+ Ve
b VFGy = (—a%i +B;dyj +~%k)(FG)
= a—ax(Fc)i + a%(l-‘c)j + %(Fc)k
— (F%—fJfG%f)i + (F%f +Gg—;)j + (F%—f +G%§)k
= F(a—fi+%fj+%;.k) + G(g—i:i+%‘l+%:k) = FVG + GVF

3. Carilah V¢ jika (@) ¢ = In |

rl, ¢y p=1.

@) r=xi+yf+zk. Maka |r|=Va2+y?+:2 dan @ =1nlr]| = $inGP+y2+A).

zV1n (x2+y2+ )

Vo

2y 2z

%{i% In(x2+y2+22) + ja—iln(xz’ﬁy?‘fz?) + kg; In(x2+y2+22)}

xi +yj +zk

2x
Ll
Z{i x2+y2+22

1

2t

"x2+y2+z2 x2+y2+22

by Vo

vy - V.{(x2+y2+ 222}

Vi

/———)
VzZay24s?

(x2 +y2 § 22)

9
15

i{= %(12+y2 +22)"

—ri—yl-zk
(x2+y2+22)3/2

4. Perlihatkan bahwa V," = 5,
V™ = V(Vx2+y2+22)"

i {%(3:"’ +y2+22)

/2=

n
n (x2+y2?+22)

-1/2

n/e—~

9

+ —_—
1ay
3/22::} v {_% (x?+y2+z?)"3
=L
2
n-2

V(x2+y2 +22y7/2

iéa;{<12+72+z2>”/2} " J'a_(;&x?w“z?)”/Q} 4y “a%{("g+72+"7)

Y i{5a+y?+2

1(xi +yj+tzk)

(R2+y2+22)" s . ka

nfe-1

22+y2+22

9

2 (x2+y2+252)" 1/2
r4

/, -
/22y} + k{—'»zl—(x2+y2+z2) 9/222}

TL/Q}

nj2-1

»} + k{%(x2+y2+z2) 2z}
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n/2-1 n-2
= n(r2)/ r = nr r

Perhatikan bahwa jika r = rr; di manar, sebuah vektor satuan dalam arah r, maka Vrle Bt r
e

5. Perlihatkan bahwa V¢ adalah seb ah vektor yang tegak-lurus pada permukaan ¢(x, y, z) = ¢ dimanac
sebuah konstanta.

Misalkan r = xi+ yj + zk adalah vektor posisi untuk sebarang titik P(x, y, z) pada permukaan.
Maka dr = dxi+dyj+dzk terletak dalam bidang-singgung terhadap permukaan di atas pada P.

C;q)rdx + -?A(?dv # O-¢d'z = 0 atau (9—@1' +SA@j +S£>k)-(dxi +dyj +dzk) =
Ox oy Az Ox Oy oz !

Tetapi do =

vakni V@ .dr = 0 sehingga dengan demikian V@ tegak-lurus dr dan dengan demikian terhadap per-
mukaannya.

6. Carilah normal satuan terhadap permukaan x2y + 2xz = 4 pada titik (2, =2, 3).
ViPy+2xz) = (20y +22)i + 22 + 2k = —2i + 4j + 4k pada titike (2, 2, 3).

—2i + 4j + 4k 1 2 2
Maka normal-satuan terhadap permukaan diatas= —12-___11_%——2— = ——i + —j + —k.
V(=2 +(4) + () R

Normal-satuan yang lain adalah %i = %J' #= %k yang memiliki arah berlawanan dengan yang di atas.

7. Carilan persaniaan untuk bidang singgung terhadap permukaan 2xz? — 3xy — 4x = 7 pada titik (1, —1, 2
V(2x22 —3xy —dx) = (22°—3y—4)i — 3xj + 4xzk
Maka normal terhadap permukaan pada titik (1, —1', 2) adalah 7i — 3j + 8k.

Persamaan dari sebuah bidang yang melalui sebuah titik yang vektor kedudukannya r, dan yang mana

tegak-lurus normal N adalah (r — r,) - N = 0 (Lihat Bab 2, Soal 18.). Maka persamaan yang dikehen-
daki adalah

(i +yj+ 20— (i—j+2K)] - (Ti—3j+8K) = 0
atau : Tx—1) — 3(»+1) + 8(z—2) = 0.

8. Andaikan ¢ (x, y, z) dan @ (x+Ax, y+Ay, z+Az) adalah temperatur-temperatur pada dua buah titik
P(x,y,z) dan Q(x + Ax, y + Ay, z + Az) dari suatu daerah tertentu, yang berdekatan. ’

(a) Interpretasikan secara fisis besaran %;2 - 2x+hx, y+Ay,Az:Az) — P(%,%,2) di mana As adalah

jarak antara titik-titik £ dan Q.

(b) Hitunglah lim é@ .y dan interpretasikan secara fisis.
As—0 As ds

(c) Perlihatkan bahwa a?i = Vop. dr .
us ds

(a) Karena A¢ adalah perubahan temperatur antara titik-titik P dan Q dan As adalah jarak antara titik-

i e ¢ . :
titik ini, A menyatakan laju rata-rata dari perubahan temperatur persatuan jarak dalam arah dari
s

P menuju Q.
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(b) Dari kalkulus,

Ap = a—dDAx + a—d)Ay + a—¢Az + infinitesimal-infinitesimal berorde lebih tinggi dari Ax, Ay,
T o . dan Az

Ap . b, 3 ly | B0 A
Mak SR Ay 0P L 2P 22
axa P VU L% - W R

dp _ pdx  Hpdy O d:
atau ds  Ox ds * ayds i Oz ds

¢ g s .
e menyatakan laju perubahan temperatur terhadap jarak di titik P dalam arah menuju Q.
s

Ini juga disebut surunan berarah (directional derivative)dari ¢

) do 3pdx  dpdy  Opdz . oD . E(Dk dxi+ d.‘Y.+de'
o TR g T Sl e T — it =j+ = .« (— —- —
(e ds Ox ds dy ds Oz ds Cx e Cy 47 0z ) (ds ds 3T s )
= Up.dr.
ds

ir
Perhatikan bahwa karena —d—r— adalah vektor-satuan, qu? adalah komponen V¢ dalam arah
s s

vektor satuan iiii.

9. Perlihatkan bahwa laju perubahan terbesar dari ¢, yakni harga maksimum turunan berarahnya, terjadi pa-
da arah vektor V¢ dan besarnya sama-dengan besarnya vektor

d d d s o :
Dari Soal 8(c), f = V¢ 2—: adalah proyeksi V¢ pada arah c-li . Proyeksi ini akan maksimum apa-
B ;
; dr .
bila Vo dan d— memiliki arah yang sama. Maka harga maksimum dari -,-—d terjadi pada arah V¢ dan
s s
besarnya adalah | 7 ¢ .

10. Carilah turunan berarah dari ¢ = x2yz +4xz® pada (I, -2, —1) dalam arah 2i —j — 2k.

V¢ V(nyz +4x7°) = (2xyz + 42%y1 + 2z + (x2y +8xz)k

8i—j— 10k di (1,-2,-1).

n

Vektor satuan dalam arah 2i —j — 2k adalah
21— j — 2K 2
= '3

a = __._2___~“__io
VA2 + (1) + (=2)°
Maka turunan berarah yang dikchendaki adalah

V& . = —F - 212 o 16 o 20 o 3
®-a (8i —§ — 10k)-(5i—3]~3K coa
Karena hasil diatas berharga positif. ini berarti ¢ bertambah dalam arah ini.

11. {a) Dalam arah manakah dari titik (2. 1. —1). turunan berarah dari ¢ = .\'2)'23 berharga maksimum ?

(b) Berapakah besarnya harga maksimum ini ?

Vg = V(xgyzs) = ’),ryzsi + rQ:Sj £ 31?y22k
= —4i—4j+12k di  (2,1,-D).

Maka dari Soal 9,
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(a) turunan pberarahnya maksimum dalam arah V¢ = —4i —4j + 12k,

(b) besarnya maksimum ini adalah lv¢’ = V(=42 + (42 +(12F = V116 = 4/11.

12. Carilah sudut antara permukaan-permukaan x> +y2 +z2 =9 dan z = x> +y? — 3 pada titik (2, —1, 2).

Sudu{ untara permukaan-permukaan pada titik diatas adalah sudut antara normal-normal pada per-
mukaan-permukaan di titik itu.

Normal terhadap x2 +y? +2z% = 9 dj (2, —~1,2) adalah
Vo, = Vi+y2+2%) = 2xi + 29§ + 2:k = 41 — 2j + 4k
Normal terhadap z = x? +»? _ 3 atau x? +y? —z =3 di(2, —1,2) adalah
Vo, = Vix?+y?—z) = 20 + 2yj — k = 4i — 2§ — k

(Vpy)- (Vo) = ‘ V¢1’ ' V¢2] cos &, di mana 6 adalah sudut yang diinginkan. Maka

(4i — 2j +4Kk)- (4i — 2j — k)

n

lo—assan]| [ ap=25=1k] oos®

16 + 4 — 4 = V(@422 +4? V@R+(—27 +(—1F cos O

H

|

dan cos@= 18 . 82 - 0.5819; jadi sudut lancipnya adalah 8 = atc cos 0.5819 = 54°25'.
6\/2_1

13. Misalkan R adalah jarak dari sebuah titik tetap A4 (a, b, ¢) ke sebarang titik P (x, y, z). Perlihatkan
" bahwa VR adalah vektor satuan dalam arah AP = R.

Jika ry4 danrp adalah masing-masing vektor-vektor posisi ai+ bi+ck dan xi+yj+zkdari 4 dan
P, maka R = rp—14 = (x ~a)i+ (¥ = b)j+(z - c)k, sehingga R =vV/(x—aP+(y—bP+(z—c)2 . Maka

VR = V(Vx—aP+(—bP+zocp) = E=O* b + G-c)k _ R

Vix—a¥ +(y=bY + (z—c)’ R

adalah vektor satuan dalam arah R.

14. Misalkan P sebarang titik pada elips yang titik-titik apinya berada pada titik-titik A dan B, seperti diperli-
hatkan dalam gambar di bawah. Buktikan bahwa garis-garis AP dan BP membuat sudut-sudut yang sama
terhadap garis-singgung pada elips di P.

Misalkan R; = AP dan R, = BP
masing-masing menyatakan vektor-vektor yang digam-
barkan dari titik-titik A dan B ke titik 2 pada elips, dan
misalkan T adalah sebuah vektor singgung satuan pada
elips di .

: . T

Karena sebuah =lips adalah tempat kedudukan dari P

semua titik £ yang jumlah jaraknya ke dua buah titik

tetap A dan B adalah sebuah konstanta p, maka terlihat Ry R
bahwa persamaan untuk elips adalah R, +R, = p. / =
: VR, +R A B
Menurut Soal 5, V(R1+Ro)  adalah normal terhadap

elips; oleh karena itu [V(R1+R?)]~T =0 atau((VR?_)-
T=—(VR).T.

Karena VR; dan VR, adalah masing-masing vek-
tor-vektor satuan dalam arah R, dan R, (Soal 13);
maka cosinus dari sudut antara VR2 dan T sama-de-
ngan cosinus dari sudut antara VR'i dan — T; karena
itu sudutnya sendiri adalah sama.
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Persoalan ini mempunyai suatu interpretasi fisis. Sinar-sinar cahaya (atau gelombang-gelombang suara)
yang berasal dari titik-api 4, misalnya, akan dipantulkan dari elips ke titik api B.

DIVERGENSI

15. Jika A
TS Fou.
V-a = 31 .a
= a—i(zz) +
= ZxZ—Gyz

16. Diketahui ¢ =

=2%i — %% + xy%zk,

9
Oy

2+

k). (x221 - 29%2§ + x9%2 k)

a
=(—2%%) + ai(xy 2)
w? = AN = 6(=12(17 + (1)(-1Y

maka carilah V<A (atau div A) pada titik (1, -1, 1)..

= -3 di(l,—l,l)-

- 2 3¢ 2 2 4
dimana V= o 4 & 8 menyatakan operator Laplacian.
Ox? 9y? 922 .
@ Vo = 12 @Y% ¢+ 1@ ¢ kD (2
Ox Oy sz
= eyt o+ 4xyzj 2 8x3y2zsk
Maka V-Vp = (3x+~3-1+ﬁk 6xy% 1 + 4x° + 8x%y% Kk
= s > = )« (6x7y"z 7‘72] 8xy 'z k)
= %(Myzz‘) + %(413;724) + B%(zaxf‘y?za)
= 121:)'22‘t + 4t o+ 24x97222
p 3 9 ) o ¢ 3P
by V-V = (it + —K)- (i * -2
( Vo (.ax ay! >, ). (B l+8yj+8z k)
.33, 3% , 32 ¥ T, o
Ox Ox Jy By 3" oz Ox? 9y? 922
2 2
9 9 3 2
= (== + — + — =V
2152 3¢ ¢
. 0 2 1
17. Buktikan bahwa V (=) =
2 2
L kil 3 9 1
Ly (3x2 Y az?)( /x2+y2+z:z)
9 1 - D0 e ev=ife b Lo gl =g
e rvve Ul Rk N s el
@i(__l ) = D [x(xPry?eay
BZ? V12+y'2+z2 ax
= 312(x2+y2+22) -5/2 — (x2+y2+22)-3/2 = ______th—yz—zz

Dengan cara yang sama,

(x2+ 52+ 22)5/2

2x3y2z*. (a) Carilah V-V (atau divgrad ¢). (b) Perlihatkan bahwa V.-V¢ = Ve,
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2

ﬁ_( 1 - 2y2 — 22 — 52 - 3_2( 1 - 222_x2_y2
dy? Val+y2422 (2 +y2 4252 922 Vaiy2es? (2 +y2+22) 52
2 2 2
Maka dengan menjumlahkan, (i + E’E +%)(——1—-) = 0.
O9f %% 92 /2 tyP 422
Persamaan V2¢ =0 disebut persamaan Laplace. Dengan demikian, ¢ = 1/r adalah solusi dari

persamaan ini.

18. Buktikan: (a) V-(A+B) = V-A + V-B
() V-(¢A) = (Vo)-A + $(V-A).
fa) Misalkan A = Ayi + 4§ + Ak, B = Byi + Boj + Bak.

Maka V-(A+B) = (a%‘ + “aa;j + %k) - [(4+BYi + (4,4B)5 + (45+Byk]

[l 9 9
= -&(Al+31) + :a-'y(A2+BQ) + gz‘(As*‘Bs)

%y, My, Mo, 38, , 3, , 3y
% & B B | By . B

= (a—‘ii + %j + %k)-(AiuAQj + Ak)
+ (i—i + %j + %k)-(Bii + B,j + Bk)
=V.A +V.B
) Vo@A) = V- (Pdsi + PAsi + PAgk)
F) 9 9 :
= 2 (4 L (M mon
ax<¢ )+ ay‘¢ o) F az(‘i”‘s)
_ % o4, , 3¢ o4, , P 34,
_S;A1+q§—a—; +3yA2+¢8y +azA3+qbaz
= BBy st oy, My, My
" e d T e Mg e TRt
9 el o)
= (g—fi + gy"ibi + g—?k)-('ﬁi’“‘izj + Agk) + ¢(§;i +8—yj +$k)~(Aii+A21+Ask)

= (Véy.a + ¢(V-a)

19. Buktikan V-(5) = .
r

Misalkan ¢ = r dan A =r dalam hasil dari Soal 18 (5.
Maka V-¢°n) = (Vi3 .1 + ¢"%)V.r
= —3r7Srp + 378 = 0, pergunakan Soal 4.
20. Buktikan-V-(UVV -V VU) = UV¥V — v V.
Dari Soal 18(b), dengan ¢ = U dan A = V¥V

VewVry = (Voy-(Wvy + (V-Vyy = (Vuy-(Vvy + 0V
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Pertukarkan U dan V menghasilkan V.(v YUy = (V¥).(VU) + VVQU.

Kemudian kurangkan, V- Vvy — Vo(v VUy = V. Vv — v V)
= (Viy-(Vvy + UV — [(V¥)-(VUy + ¥ VU]
- Vv - vV

Suatu fluida bergerak sehingga kecepatannya pada sebarang titik adalah v(x, y. z). Perlihatkan bahwa ke-

D
hilangan fluida (the loss of fluid) per satuan volume per satuan waktu dalam sebuah empat-persegi-panjang
kecil yang memiliki pusat di P (x, », z) dan sisi-sisinya sejajar dengan sumbu-sumbu koordinat yang besar-
nya masing-masing Ax, Ay, Az, secara pendekatan diberikan oleh div v = Vev.

Dengan melihat pada gambar diatas

komponen x dari kecepatan v di P = v

)

v

L

_komponen x dari v pada pusat sisi AFED = v, — Ox kurang lebih

(2%

x

a)

s
2
1

komponen x dari v pada pusat sisi GHCB y ¥ E;l Ax kurang lebih
cx

"
<

. Ov.
Maka (1) volume fluida yang melewati AFED per satuan waktu = (v, — % a_": Axy Dy Dz
X

Cv,
(2) volume fluida yang melewati GHCB per satuan waktu = (v, + %_a_‘; JAYS) Ay Az,
X
v,

Kehilangan dalam volume per satuan waktu dalam arahx = () — () = —a—l Dx Dy Dz,

X

|

Dengan cara yang sama, kehilangan dalam volume per satuan waktu daiam arahy = —2 MDAy l:

kehilangan daiam volume per satuan waktu dalam arah x = z AxAy Az.

Maka, kehilangan total dalam volume per satuan volume per satuan waktu

= _9x o B .. EodvE = Vv

Y

Ini secara eksak benar hanya dalam limit empat-persegi-panjangnya menyusut ke titik P, yakni bila Ax,
Ay dan Az menuju nol. Jika tak ada kehilangan fluida di manapur., maka V-v = 0. Ini disebut per-
samaan kontinuitas (continuity equation) untuk fluida tak termampatkan (incompressible). Karena
fluida tak diciptakan maupun dimusnahkan pada sebarang titik, maka dikatakan bahwa ia tak memiliki
sumber (source) dan sungap (sink). Sebuah vektor seperti v yang divergensinya nol kerapkali disebut
solenoidal.



68 GRADIEN, DIVERGENSI DAN CUR]
22. Tentukan konstanta & sehingga vektor V. = (x +3y)i + (y—22)j + (x+az)k

adalah solenoidal.
Sebuah vektor V adalah solenoidal jika divergensinya nol (Soal 21).

V-v

+3y) +
S o

9
(y—2z2) + —(x+az) =
ay

= 14+ 1 +a
dz
Maka

Viv=a+2=0 apabilaa = -2,

CURL

23. Jika A = xz%j — 2¢%yzj + 2yz* Kk, carilah Vx A (atau curl A) pada titik (1, —1, 1)

Vxa = (Zi+ 55+ Zhyn@e®i — 2yzj + 224 k)
Ox Ty (054
i j K
. 12 9 o
Ox Sy Oz
xz ——2x2yz 2yz4
r e e ) 3 = 3
= (2@ - £l + [ S - Zopnls + 122y - L))k
Oy . Jz i Cz Ox O 'y
= (2% +2%)i + 3x2%§ — dxyzk = 3§ + 4k di (1,—1,1).

24, Jika A =

x’yi — 2xzj + 2yzk, carilah curl curl A.

curl curl A

= Vx(Vxay
| i i k|
= Vx| 2 < L { = Vx [(2x+22)i ~ (x2+2z)k]
Ox cy Cz
) x%y — 2z 2vz
i J k l
= o 1. . = (2x+2)]
Bl’ C‘Y \}Z '
P19z 0 —x?—Zz
25. Buktikan: (a) Vx(A+B) = VxA + VxB
(b) Vx(@A) = (Vp)xA + $(VxA).
(a) Misalkan = 4,1 + 4,3+ A,k, B = B,i +B,j +B,k. Maka:
ViR (A48 = 2] %054 Ly s ((A,+B)1 + (A,+B) + (A,+Byk]
Ox Cy dz &
i k|
- 9 el 9
O 5 3z
A By A #Bs .4g+{35,
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= [—g;—m;@ G L a;‘A +B) — xw‘gmgm
e 2 1
+ [ 2,48y — (4, +8))k
ox Gy
O 4 Do 04, 34, ©A
a4 =isg ) 4 S . [,,VL . ;i}k
Cy /(‘z : Bz Ox Bw
. [9Bs _ OBe) CLEY (28 _ BBuy,
dy (oF4 Px ax Oy
= VxA + VXB
) Vx (@A) = Vx (P41 + P41 + P4,k
i ] k
I R R
Sx Oy o
PA, b4, P A,
¢ [ o ]y —gj—oA\,‘—a' 11+ i — 2 Ak
‘a_y“” 9 = 5 24 [az<‘ ARG S [BX@AQ) ay(‘Al)]
. [¢ 94 L L aﬁ’A?](
B o 3z o
[ﬁba/il + ?(—75 @a—Aﬁ R 3]] + [¢B42 B®A2 = CP??‘% aqu 1k
Oz Az ax Bx Ox Oy By
OA 94 04 94 04 04
=CD[—:—3 21+ ___@_.__3'+~__3__._3k
R ,ax” (5 =5
L feles P e, 9
- [(%C:’A:z = =gl <~A1 = ngsn + (5? 75 A1)k]
i j e
= »(Vxa) + ?_Qj B'qb 3_4)
. Ox dy dz
Al AQ AS
= d(Vxa)y + (Vo) x A,
26. Hitunglah V- (Ax 1) jika VxA =0
Misalkan A = A,i + 4,5 + Ak, © = xi +yJ + zk.
i ik
Maka Axtr = |A1 A, As
x y z
= (24— yAa)l + (xda—zAD] + (yA1— x4k
9 9
dan V-(Axry = L(ido—yAs) + == (xAz—zdy) + -(yA1—xds)
BZ ay al
Wy M, Mo _ O, oM O
=it -, PRy TRy TR TR
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%_ 94, 04; A4, 04, 04,
"B Bt Mgy oAb

043 ©A 04; A O0A, 94
ST % 2k - I - S 1 _ O4g 2 940
sl By i+ =k [(By Oz (az Ox L +(8x By) J
= r-(VxA) = r-curlA. Jika VxA=9 ini menjadi nol.

27. Buktikan: (a) Vx (V) =0 (curl grad ¢ =0), (b) V-(VxA) =0 (div curl A =0).

(@) Vx (Vpy = V x (,Sfi+—g—géj+g—¢k)
i i k
. |2 2 2
3 dy Az
o ¢ op
Ox " e
- 2 _ 3,3 rBBqS_BBq& aa¢_ia¢
[av = (7??)] () — 5t Ni o+ [—(—) ay(ax]
. (e T Fp  Fo ¢ _ F¢
"B Ry W Ly k"

asalkan kita menganggap bahwa ¢ memiliki turunan-turunan parsial kedua yang kontinu sehingga urutan
dari turunannya tidak penting.

i J k
by V-(Vxay = V. 3 ; 9
Ox Oy az
| 41 A As |
04 34 04 04 04 34
o T lpaa® 2 S0y 0 = O MG )
g =501+ (5 5 3 ——)k]
_ 0,045 94, _a_(aAl _ 945 O OA, 04,
ox oy | oz O oz  ox o o
_ 4y L V4 WAy, B DAy .
ax a’y ax al ?y aZ 8_’)’ Ex BZ ’ax ’C\‘Z }

dengan menganggap bahwa A memilixi turunan-turunan parsial kedua yang kontinu.

Perhatikan kesamaan antara hasil-hasil diatas dengan (C x Cm) = (C x C)m = 0, di mana m scbuah
skalardan C - (C x A) = (CxC)-A=0

28. Carilah curl (r f{r)) di mana f{r) diferensiabel.

eurl ¢ f(rY) = V x (r f(r))

= Vx & firji 5 )] vz fir) k)

i i k
< | B 9 o
E‘x ay a z

| x f(n) y f(N z f(r)
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of af of of of of
= z = — = # e e g oz =— — ¥ —)K
¢ ?‘w O:H L Oz 9 H e Ox tC'v‘)
=
: of
1 1 1 1 1 i
Maka hasilnya = (szx—yf—rj)i + (xff—-zfr—x)i + (y[fz—xf,y)k = 0.
29. Buktikan V x (Vx A) = VA # V(V-A).
i i k
VX(VXA) = Vx ; g :a—
Ox Cy dz
Ay Ay Aq
e [0 o By o 2 J By g ol Sy
Cy .0z Az Ox Ox Oy
t i k
: 9 50! il
'Ox ay az
Moy MMy Uy 24
ay az az ax ax Oy
9 0. o4 04 34
= [k, 2, _LPet S
Jy ‘Ox Oy Jz Oz Ox
[E(%_BAQ) o E_%__a.ﬂ):h
3z Oy Oz Ox Ox Oy
e [3(8/{1_3@ 3%_%)};(
Ox Oz Ox dy Oy 0z -
2 2! 2 2 2 2
s gty iy e @ils & Sotg s g Acail dogh
oy* 922 0z . Ox Cx Ay
2 )k
34
& T . e st)k
2. 2
+fafi +3'4i)k
Jy 9z )22
OA,  ddy
o Te
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2 ” . =
= -Va +V(:i’il+c;4?+°’43)
Ox ay az

i

—Va + V(V-a

Bila diinginkan, pekerjaan menulis ini dapat dipersingkat begitupula dengan turunan-turunan lainnya de-
ngan hanya menuliskan komponen-komponen i karena yang lainnya dapat diperoleh berdasarkan simetri.

Hasil di atas dapat juga dibuktikan secara formal sebagai berikut.
Dari Soal 47(a/, Bab 2,

(98] AX (BXC) = B(A'C) — (A-B)C
Ambil A=B=V dan ¢ = F,
Vx (VxF) = V(V.Fr)y - (V-F = VY (V.p) — V'F

Perhatikan bahwa rumus (1) haruslah ditulic sedemikian sehingga operator-operator A dan B mendahului
operator C, bila tidak demikian maka rumus ini tak dapat digunakan.

30. Jika v = @ xr, buktikan @ = % curl v dimana e adalah sebuah vektor konstan.

curlv = Vxv = Vx(wxp = Vx

"

Vi [(wsz —aigwdt + (wonx ~ wiz)i 4 (Wyy — Wox)k)
|

i . i k
9 o)
= ;O_x gy gaz‘ = 2(wil + wa] + wyk) = 2w .

Woz — Wgy Wax — Wy z W1y — Wox

Maka @ = sV x v = Jcurlvy.

Soal ini menunjukkan bahwa curl dari sebuah medan vektor mempunyai hubungan dengan sifat-sifat
rotasi dari medan. Ini diperkuat dalam Bab 6. Jika medan F disebabkan karena fluida yang bergerak
misalnya, maka sebuah kincir air yang ditempatkan pada berbagai tempat dalam medan akan cenderung
untuk berputar dalam daerah dimana curl F # 0, sedangkan dalam daerah dimana curl F = 0 maka tak
akan terjadi perputaran (rotasi) dan medan F disebut irotasional. Sebuah medan yang tidak irotasional
seringkali disebut sebuah medan pual atau vorteks (vortex field).

2,
31. BilaV-E =0,V-H=0,VxE = — %’i ,VxH = %—Eperlihatkan behwa E dan H memenuhi Vu = %—tﬁ
¢ t
3 3 3.9 >
V x (V = ¥xe9 o _ 0y = ety o OB
el ! 8:) Bz( IR at(az) 2
2
Dari Soal 29, Vx (VxE) = —VQE +V(V.g) = _VQE. Maka VQE = %%
¢

2

Begitupula, Y o P p By 0 -9 9% _ _OJH .
x (Vxm) o at<V><E> %3, 52

- 2 2 Py . OH
Tetapi Vx (VxH)y = -V H + VY(V'H) = —VH. Maka VH = 32

2 -
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Persamaan-persamaan yang diberikan di atas berhubungan Jdengan persamaan Maxwell dalam teori

2 2 2 2
elektromaknetik. Persamaan g_“ + gﬁ g ﬁ = a_! disebut persamaan gelombang.

ax2 ayQ 0z2 atQ

SOAL-SOAL SERBA ANEKA

32. (a) Sebuah vektor V disebut irotasional jika curl V = 0 (lihat Soal 30). Carilah konstanta-konstanta

33.

a, b, ¢ sehingga
V = (x+2 +az)i + (bx —3y —z)j + (4x +cy +22)k
irotasional ‘

(b) Perlihatkan bahwa V dapat dinyatakan sebagai gradien dari sebuah fungsi skalar.

i J k
(@) crl V. = Vxvy = ‘A :3 F = (c+D)i + (a—4)] + (b—2)k
Ox Oy Oz
%+ Zy+az bx -3y —z 4x +cy +2z
Ini sama dengan nol apabila ¢ = 4, b = 2, ¢ = —1 sehingga

v (x+2% 42)1 (2x — 3y —2)j + (4x —y + 22)k
b) Anggaplah.V = V¢ = _a¢’1 + _a'qb + ,a_¢k
(b) ggap 3 3 j il

5 .
Maka (1) 3_4) = x+2 +4z, (2) B——? = 2% —3y—2z, (3) o = 4x —y +2z.
Ox . : ay z
Integrasikan (1) secara sebagian terhadap x, dengan mempertahankan y dan z konstan, maka
x2 4
S o= Tty 4zt f(,2)

dimana f(y, z) adalah suatu fungsi sebarang dari y dan z. Dengan cara yang sama maka dari (2)
dan (3) diperoleh

32
2y — —g— — yz + g(x,2)

(5) o)

6) @ = 4xz — yz + 22 + h(xy).

"

Perbandingkan (4), (5) dan (6) maka terlihat bahwa akan terdapat suatu harga ¢ yang sama apa-
bila kita memilih

R 3y? . 2 & 2?32
[y = == * 2, glxiz) = & + 27, hixy) =5 — 5
sehingga
2 2
D= Lﬁ = L,%,— + 22 + %y + 4z — yz
b4 VA - -

Perhatikan bahwakita dapat pula menambahkan sebarang konstanta pada ¢. Pada umumnya jika VxV-=o,
maka kita dapat menemukan ¢ sehingga V=V¢. Sebuah medan vektor yang dapat diturunkan dari
sebuah medan skalar ¢ sehingga v=V¢ disebut sebuah medan vektor konservatif dan ¢ disebut
potensial skalar. Perhatikan bahwa sebaliknya jika V=V¢, .maka VxV =0 (lihat Soal 274).

Perlihatkan bahwa jika @ (x, y, z) adalah sebarang solusi dari persamaan Laplace, maka V¢ adalah se-
buah vektor yang bersifat solenoidal maupun irotasional.

Menurut hipotesis, ¢ memenuhi persamaan Laplace V2¢> =0,.yakni V-(V¢g)=0. Maka Vo ada-
lah solenoidal (lihat Soal-soal 21 dan 22).

Dari Soal 27a, Vx (V) =0 sehingga V¢ adalah irotasional

73
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34, Berikan definisi yang mungkin dari grad B.

Anggaplah B = Bji + B,j + Bgk. Secaraformal, kita dapat mendefinisikan grad B sebagai

VB = 22 g e D K) (Byi + Boj + Bgk)
Ox dy Oz
38, .. 9B, 38,
= =i+ —2§j + =2 jk
Bl & e
o %Ji + B_Bij + ,S_B?jk
y Sy Jy
0B, 0B, OB,
il hi + k kk
e . B

Besaran-besaran i i, i j, dan seterusnya disebut dyad-dyad satuan.(Perhatikan bahwa i j misalnya tidak
sama dengan j i.).
Sebuah besaran yang berbentuk

auii + amij & amik + anji + a?ij + amjk + 031“ + awkj + amkk

disebut sebuah dyadik (dyadic) dan koefisien-koefisien a@;,, a;,,... adalah komponen-komponennya.
Susunan dari kesembilan komponen ini dalam bentuk

a2 a0 ao3

631 Gao az3

disebut matriks berukuran 3 kali 3. Dyadik adalah perluasan dari vektor. Perluasan yang lebih lanjut
menghasilkan triadik (triadic) yang adalah besaran yang terdiri atas 27 buah suku berbentuk a;y; iii+
@y1y jii+... Studi mengenai bagaimana komponen-komponen sebuah dyadic atau triadic bertransformasi
dari sistem koordinat yang satu ke yang lainnya memperkenalkan subyek analisis tensor yang dibicarakan
dalam Bab 8.

35. Misalkan sebuah vektor A didefinisikan oleh A = A4,i+A4,j+ A3k dan sebuah dyadik &. oleh
® = ayii + appil + apik + anji + agd + aggik + oag ki 4+ agoki + oagkk
Berikan definisi yang mungkin dari A - &
Secara formal, anggaplah hukum distributif berlaku,
A® = (Agi + Agj + Ask)-® = Aji-® + Ayj-® + Ask-d

Sebagai contoh, pandang i*®  Perkalian ini dibentuk dengan mengambil perkalian-titik dari i
dengan tiap-tiap suku dari @ dan hasil-hasilnya dijumlahkan. Contoh-contoh yang khas adalah i-eqii,
i-ay5ij, i-ap i, i-a5ki, dan seterusnya. Bila kita berikan arti terhadap perkalian ini sebagai berikut

i-aii = a(1-D)1 = aqqi karena i-i1 = 1
i-ai] = apdd-i)i = awj kdrend 1~1 = 1
1raoji = ap(i-Hi = o karena i.j =0
i-agoki = ag(i-kK)j = 0 karena i-k = 0

dan berikan pula interpretasi yang analog terhadap suku-suku j* @ dan k * ®, maka

Ae® = Aj(api+agpjtagk) + Ap(agy i+ ag jtaxgk) + Ag(ag itag j+axp k)

(Araqg + Apag + Agagy) 1+ (Aiayp + Agam + Agagy) § + (Arais + Agapg + Agagy) K

yang mana adalah sebuah vektor. “j
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36. (a) Interpretasikan simbol A-V. (b) Berikan interpretasi yang mungkin untuk (A-V)B. (c) Apa-
kah mungkin untuk menuliskan ini sebagai A-VB tanpa menimbulkan tafsir ganda?

(a) Misalkan A = A4yi + Aoj + Agk. Maka, secara formal

3
AV = (A o+ Aol + A - (-3--1 o+ gy
Ox ay dz
= -ﬁg # A?"ji % s‘a'
Ox Ty dz

adalah sebuah operator. Misalnya,

: o) 0 o
AVYD = (43— + dp— + Ag— =
vl = Phl, T 5 P .

Perhatikan bahwa ini sama dengan A-V.

(b) Secara formal, dengan mempergunakan (a) dimana ¢ digantioleh B = Byi+ B2j + Bk,

I = il % A b Ayl = B b gl 5 O
Ox Oy Cz ay Bz
OB, 3By 3B, OR B 3B OBg 833,
= il 1 e 42 2 % 3 3,
(A4 . Ag—=— S +A3 )1 (Aia Aga 37, )J (A1—\ AQB +ASB Yk

(c) Pergunakan internretasi dari Ve sebagaimana diberikan dalam Soal 34. Maka, menurut arti simbol
yang dikemukakan dalam Soal 35,

A-VB

(Al + A + A3k)- VB = 4,i-VB + 4,i-VB + 4;k-VB

9B 9B 9B 9 9B 9B 9 9
G R T RE R TEE S EE L RRE R Ry

yang mana memberikan hasil yang sama seperti yang diberikan dalam bagian (b). Darinya diperoleh

A-VYB = A -Vm tanpa menimbulkan tafsir ganda asalkan konsep dyadik diperkenalkan dengan sifat-
nya vang sebagaimana telah ditunjukkan.

37. Bila A = 2yzi — x?yj + 222k, B =x%i + yzj — xyk dan ¢ = 2x%2z°, carilah

(@) (A-VYp, (b) A-Vp, (c) B-VYA, @) (AxV)p, (e) Ax V.

@ AW = [@yri— 2% + 22K - (21 + 2+ Lyl
Ox Ty oz
= (2'Vli-—X’V£+xz g)(hwz)
Ox Cy dz
= 5 2 8 2 0 2 .3 2 B,
= 2yz (2xy2") = xy—(2xyz") + xz (?,xv‘ )
Ox Oy Z
= 2y (axyz®)y = (PP + (x2?)(627y2%)
= Bxy?zd - '2.714_*(2E + 6x3yz4
5 E op. o
(b) A-Vo = (Zyzi—-xzy]-#xz“k)- ii+:‘~j+gk)
Ox Oy oz

i

(2yz1 - xgyj + xz?k) - (Myzﬂl + ZxQzﬂj + 6x2yz?k)
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4 3 8 4
= Bxyzt — A'yrs + 6xyz

Bandingkan dengan (¢) menggambarkan hasil AV = A-VCb.

() BWNA = [(°t + 425 — x}‘k>-(§i =g \ik\]f\
. . ox ot dz
3 3 : o o
= (7= + yz_% —xy——)A = x"’p—‘" + — xvgj
Ox Cy z Ox ©gE
= xP(—2xyj 4 K+ oya(20i — x2f) — xv(2vi + 2z k)
= (2}'22 — 2:}'2)i = (ng_v -+ zoy:)j O . fb.?vz)k
Untuk membandingkannya dengan B-VA, lihat Soal 36/c).
@) AxWd = [z — 2% + 22K x (=i + 2§ + 2Kyl
Ox Cy 'z
i J k
= 2yz —A’zy xz? @
3 3 o
Ox vy Oz
= [i(—ny-a— — szT + j(ng3 — 2yz \a Yy + Kk =+ ,x’Qvé,\?C)
02 Cy x Jz Y ex
b P , 9P , O d @ o)
= —Ey YR 1 %+ fme=r = Qyr =0 e 4 A et Py =k
Oz ay Ox Oz B G

—(6x4y22r‘ + szzs)i + (4x2yz5 — 12x?y?zg)j * (ka’;y:4 + 4x-sszq)k

i

> oles oles Bles
() AxVp = (2yzi — Pyj + xRy x (i + ﬁj + ==K
Ox dy Oz
i J k
= 2yz -—:rQy xz”
I
Ox ay dz
3,0 30 3¢ 3z, do
s et IR L si S LR sh s AL
= — (6}4’\‘57_? % 2{";:':)1 + (J;xl‘jv:5 — 121’?7\;:'(2\;1: : (41?@:& + -h'r‘w'r:’r‘\k

Bandingkan dengan (d) menggambarkan hasil (AX Ve = A x Vo.

INVARIAN

38. Dua buah sistem koordinat xyz dan x'y'z’ yang titik-asalnya berimpitan dirotasikan yang satu terhadap
yang lain. Turunkan persamaan-persamaan transformasi antara koordinat-koordinat sebuah titik dalam
kedua sistem.
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Misalkan r dan r' vektor-vektor posisi dari sebarang titik P dalam kedua sistem (lihat gambar da-
lam halaman 59). Karena r = r’, maka

) A T T
Untuk sebarang vektor A kita peroleh (Soal 20, Bab 2),

A = @Aa-iHi + @A+ @Ak

Maka dengan mengambilkan A = i, j, k secara berurutan,

io= -1+ G0+ @K = i+ by b g K
) RGPS 8 SRENG PR BT SN £ 'S ¥ 'SR 0% TS A L o
ko= ki o+ (ki o+ kekDK =l 4 bad ¢ ln K

Substitusikan persamaan-persamaan (2) dalam (I) dan jumlahkan koefisien-koefisien dari i, K,
kita peroleh

3 x' = hax + lpy + gz, y' = lyx +lpy +lxz, z' = loyx + lpoy + lgaz

yang adalah persamaan-persamaan transformasi yang dikehendaki

39. Buktikan i’ = lyyi + l,j + L,k
) 121,' + 122]‘ + Lzak
logi + lgpi + Lk

kl

Untuk sebarang vektor A kita peroleh A = (A<i)i + (A-j)j + (A-k)k.

Maka dengan mengambil A = i',j,k’ secara berurutan,

= @i+ (@i o+ @ Kk = bad 4 Lod o+ Lgk
i = d-DL o+ G D+ Gk = Dl ¥l + gk
kK =

K-Di + K Di o+ KKK = i+ Ipf + Ik

3
40. Buktikan bahwa ¢>§1 l,,,, lﬁﬂ =1 jikam=n danOjika m # n, dimana m dann dapat mengambil
sebarang harga-harga I, 2, 3.

Dari persamaan-persamaan (2/) dari Soal 38,

f-1 = 1 = (g + Lo + 1K) e (agi' + Iogd’ + I31k)

2 2 2
= Ui o lpy gy

13 = 0 = (gt + Lo’ + LX) - o’ + Lppi' + (oK)
= b + o lale + lgyls
Lk = 0 = Ul + bgd + Iy Ky o (lygi’ + Lgd’ + gk’
= lialig + lorlyg + gyl
Ini membuktikan hasil yang diinginkan di mana- m = 1. Dengan meninjau j -i, j-j, j-k, k-i, k-j

dan k - k maka hasilnya dapat dibuktikan untuk m = 2 dan m = 3.

n 3
Dengan menuliskan 8, = § 1 JK&mM =1 oy hasilnya dapat dituliskan sebagai 2 lyy Lop = & .
e {Ojika m = n p=L P pn o Tan

Simbol §,,, disebut simbolKronecker.
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41. Jika ¢(x, y, z) adalah sebuah skalar yang invarian terhadap rotasi sumbu-sumbu maka buktikan bahwa
grad ¢ adalah sebuah vektor yang invarian dibawah transformasi ini.

Menurut hipotesis ¢(x, », z) = ¢'(x', ', z'). Untuk membuktikan hasil yang diinginkan. haruslah

kita buktikan bah ' ,
1ta buktikan bahwa a_¢i . a_qu 5 %k : é‘bi' 1 3¢'j, . o
Ox Oy dz T dy' 3z’
Dengan mempergunakan aturan rantai dan persamaan-persamaan transformasi (3) dari Soal 38, kita

peroleh
B WA L Wy Wy | ¥, W, W
Ox Oz’ Ox dy" Ox 3z’ n' M ¥ Fr e
’aﬁb ad)l ‘axl 'a¢l ‘ayt 'a¢l 'azl a¢l ad)l a(;b’
als PO M, S 5244 el oJ s = 2§ -1 in- |
% T Wy ¥y A e P il Sk
Spo A Bl BB B W & o
3 T Wk % T ae T wmtilet gk

Perkalikan masing-masing persamaan ini dengan i, j, k, kemudian jumlahkan dan pergunakan Soal 39,
maka diperoleh hasil yang dikehendaki.

Soal-soal Tambahan

42. Jika ¢ = 2xz* —x% , carilah Vi dan|Vep | pada titik (2, -2, 1). Jawab. 10i — 4j — 16k, 2//03

43, Jika A = 2¢°i — 3yzj + 22"k dan ¢ = 2: — 2%, carilah A-Vd dan AxVeb pada titik (1, -1,1)
Jawab. 5, Ti—j—11k

44. JikaF = 2% + ¢ ¥ dan G = 2% — xy°, carilah @) V(F+G) dan () V(FC)  pada titik (1,0,—2).
Jawab. (@) —4i +9j +k, (b) —8j

4s. Carilah Ve’ Jawab. 3rr

fior

r

46. Buktikan V() =

47. Hitunglah V(32— 4v; +?6_). Jawab. (6= 2r~%2 _ 2 7/3y ¢
r

48. Jika Vy = 2*r, carilah U Jawab. r 6/3 + konstanta

49. Carilah ¢ (r) sehingga Vo =—g dan ¢(1) = 0 Jawab. () = —;—(1 ——15)
r r

-y 2 2 =
50. Carilah Vi) dimana = (x2+424,2)¢ " ° TV *2 Jawab. (2—rye "
51. Jika Vb = 2yz% i + 2%2° j + 3x%y2% k, carilah @ (x,y,2) jika P(1,—2,2) = 4. Jawab. @ = °y2° + 20
52. Jika Vi = (52— 2xy2®)i + (3 + 20y — 2°2%)§ + (62° — 3x%2°)k, Carilah .

Jawab. )= xy? — 5% 2%+ 3y +(3/2)z* + konstanta

53. Jika U adalah sebuah fungsi dari x, y, z yang diferensiabel, maka buktikan

VU.dr = dU.
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Jika F adalah sebuah fungsi dari x, y, z, t yang diferensiabel, di mana x, y, z adalah fungsi-fungsi di-
ferensiabel dari ¢, maka buktikan bahwa

dF oF 7. 4L
del' uweos +Vth

Jika A sebuah vektor konstan, maka buktikan V(r <A) = A.
Jika A(x)y,z) = Aqi + Aoj + Agk, maka buktikan bahwa

dA = (VAi-dnyi + (Vdy-dn)j + (VAg-dnk.

Baktikan Vely = SVE—FV¥C  uo e gy,
G G?

Carilah vektor satuan yang tegak-lurus pada permukaan dari paraboloid putaran z = 2?2 + p? di titik
| J 2i +4j — k
(1:2,5) awab. il/ﬁ

Carilah normal satuan yang arahnya keluar pada permukaan (x — 1%+ yQ +(z+2)? = 9 dititik (3, 1, —4).
Jawab. (21 +j — 2K)/3

Carilah persamaan untuk bidang singgung pada permukaan xz? +x%y =z — 1 dititik (1, -3, 2).
Jawab, 2x —y —3z +1 =0

Carilah persamaaﬁ-persamaan untuk bidang singgung dan garis-normal pada permukaan z = x* + y?
di titik (2, -1, 5).

¥ =2 . ¥l 2—0

Jawab. 4x—2y —z =5, i = =

atau x =4t+2, y=—2—1, z =—t+5

Carilah turunan berarah dari ¢ = 4xz° — 3:°y%z pada (2, —1, 2) dalam arah 2i — 3j + 6 k.
Jawab.  376/7.

Carilah turunan berarah dari P = 4e2*~Y*Z pada titik (1, 1, — 1) dalam arah menuju (-3, 5, 6).
Jawab. —20/9.

2 adalah maksimum ? Berapa-

Dalam arah manakah dari titik (1, 3, 2), turunan berarah dari ¢ = 2xz —y
kah besarnya maksimum ini ?

Jawab. Dalam arah vektor 4i — 6j + 2k, 214

Carilah harga-harga dari konstanta-konstanta a, b, ¢ sehingga turunan berarah dari ¢ = axy2 + byz + cz?x3

di (1, 2, —1) memiliki suatu maksimum yang besarnya 64 dalam arah sejajar sumbu z.
Jawab. a=6, b=24, c=—8

Carilah sudut lancip antara permukaan-permukaan xy%z = 3x + 2> dan 3x2 —y? +2z = 1 dititik
(1, =2, 1.

N Ve

Jawab. arc cos = arc cos — = 795"
Vidval 14

Carilah konstanta-konstanta a dan b sehingga permukaan ax> — byz = (a + 2)x akan tegak-lurus permuka-
an 4x?y +2° = 4 di titik (1, -1, 2)
Jawab. a = 5/2, b =1

(a) Misalkan u dan v adalah fungsi-fungsi diferensiabel dari x, y dan z. Perlihatkan bahwa syarat perlu dan

cukup agar u dan v berhubungan secara fungsional melalui persamaan F (u, v/ = C adalah bahwa
Vu X Vv =0.
(b) Tentukanlah apakah u = arc tanx +arc tany dan v = % berhubungan secara fungsional.

Jawab. (b) Ya (v =tanu)
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69. (a) Perlihatkan bahwa syarat perlu dan cukup agar u (x, y, z), v(x, y, z) dan w(x, ¥, z) berhubungan
secara fungsional melalui persamaan F(u,v, w) = 0 adalah Vu-VuxVw =0 .

(b) Nyatakan Au + Av X Aw dalam bentuk determinan. Determinan ini disebut persamaan Jacob dari

u, v, w terhadap x, y, z dan ditulis M atau J(£2Y).

(x,y,z) XY,z
(c) Tentukan,apakah u =x+y+z, v= 22 +y2422 danw = xy +yz +zx berhubungan secara fungsional.
% Ou Ju
i o e
Jawab. (b) g—: % g—: (¢) Ya, (i®—v—20=0)
Sw dw Ow
% Oy oz

70. Jika A = 3xyz’i + 29°j ~ #®yz k dan ¢ = 3x2—yz, carilah (a) V- A, (5) A-V, (c)V-(dA),

@) V-V, dititik (1,~1,1).  Jawab. (a) 4, (b) —15, (c) 1, (d) 6

71. Hitunglah (2220 — xygzj + 3yz2 k). Jawab. 4xz — 2xyz + 6yz

72. Buktikang = 32%z — y%2® +4xsy + 2x — 3y — 5, maka carilah VQQﬁ,]awab. 6z + 24xy — 22° — 6722

73. Hitunglah V (Inr). Jawab. 1/r?

74. Buktikan V%= n(r+1)r™~2 di mana n sebuah konstanta.

75. Jika F = 3%y — )i + (x2° +3*)j — 2k, maka carilah V(V-F) di titik (2, —1, 0).
Jawab.—6i + 24j — 32k

76. Jika :w adalah sebuah vektor konstan dan v= X r , maka buktikan bahwa div v = 0.

77. Buktikan V2(¢>¢;) = qbVQ\/; + 2V -Vy + ¢V2¢.

78. Jika U=3x%, V=2 — 2 maka hitunglah ((grad U)- (grad 1)].

Jawab. (6y2°—12x)i + 6x22j + 12vyzk

79. Hitunglah ,V-(°r). Jawab. 6/°

80. Hitunglah V- [rV(1//%]. Jawab. 3r7%

81. Hitunglah V°[V. (t/r2)]. Jawab. 2r~*

82. Jika A = r/r, carilah grad div A. Jawab. —2r3r

2
. (a) Buktikan V’f¢y = j—,zf + %?, (b) Carilah f{r) di mana Vf(ry=o0.
r

Jawab. f(r) = A +B/r dimana A dan B adalah konstanta-konstanta sebarang.

on
w

84. Buktikan bahwa vektor A = 37422i + 44°2%§ — 3x2y2k solenoidal.

85. Perlihatkan bahwa A = (22 + 8xy22)1 + (3xsy - 3xy)j — (4y212 +2:%2)k  tidaklah solenoidai
tetapi B = xyzzA solenoidal.

86. Carilah fungsi diferensiabel f(r) yang paling umim sehingga f{(r) r solenoidal.
Jawab. f(r) = C/r* di mana C konstanta sebarang.
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—xi—y]

adalah sebuah ”’medan sungap” Gambarkan dan beri-
V32 + y2

Perlihatkan bahwa medan vektor V =

kan interpretasi fisisnya.
Jika U dan ¥ medan-medan skalar yang diferensiabel, maka buktikan bahwa Vux Vv solenoidal.

Jika A = 2x22i — yzi + 3xz%k dan ¢ = x’yz, carilah

@VxA, () cul (@A), (©)Vx(Vxa), @ V[A.culA], (o) curl grad (@A) dititik (1,1,1)

Jawab. (@)i+j, (b)5i— 3j— 4k, (c)5i+3k, (dy—2i+j+8k, ()0

Jika F = 2%z, G = xy—322, maka carilah (@) V[VF)-(V6)], &) V-LVFx¥6)], () Vx [(VF)x(V6)].

Jawab, (@) (2% +3x% — 12xyz)i + (dxyz — 62°2) + (2xy” +x° — 6x"y)k
by 0
(c) (x%z — 24xyz)i — (12:%2 + 2xyz)j + (2xy2 + 12yz% +x°)k
Hitunglah Vx (r/r?). Jawab. 0

Untuk harga konstanta a berapakah, vektor A = (axy-zs) i+ (@—2)x%j + (1—a)x:2k akan memiliki
curl yang sama dengan ncl. Jawab. a = 4.

Buktikan curl (¢ grad ¢ ) = 0.

Gambarkan diagrem mecdan-medan vektor A = xi+yj dan B = yi— xj. Hitunglah divergensi dan curl
dari tiap-tiap medan vektor dan jelaskan arti fisis dari hasil-hasil yang diperoleh.

Jika A =x%2i+ yzsj — 3xyk, B'= yzi — yzj + 2xk dan@ = 2x? + yz , maka carilah
@ A-(Vp)y, ) AV, () (A-V)B, @) B(A-V), (&) (V-2)B.

Jawab. (a) 453z +yz%— 3xy?, (b) 4x%z + yz* — 3xy? (sama seperti (a) )
(c) 2y%2% i + (3xy? — yz*)j + 2x%z Kk,

(d) operator (x%2zi — 2°yz2j + 2% k).ai + (P80 — y%* § + 22yt k)%
X

9

+ (—=3xy%1i + 3xy%zj — zeyk)a—
z

(e) (2xy22 + yQZS)i —_ (2xyz2+y24)j + (4;22 +2zze)k

JikaA = y221i — 3xz2j + 2xyzk, B = 3xi + 4zj — xykdan @ = xyz, maka carilah
@) Ax (Vo), ®) (AxVro, () (VxA)x B, (@ B-VxaA.
Jawab. (@) —522yz%1 + xy%2?§ + 4xyz®k

(b) —5x%22i + xy%22§ + 4xyz® k (sama seperti (a) ) .
(c) 162%1 + (8%yz — 122z%)j + 32xz°k (d) 28x%z + 4xyZ®

Carilah Ax (VxB) dan (axV) xB di titik (1, —1, 2). jika A =x2"i + 2y j — 3xzk dan B = 3xzi + 2yzj— k.
Jawab. Ax (VxB) = 18{ - 12j + 16k, (AxV)xB = 4j + 76k

Buktikan (v-Vyv = Vo2 — vx (Vxv).

Buktikan V-(AxB) = B-(VxA) — A-(VxB).

Buktikan Vx(AxB) = (8-Vya — B(V-a) — (A-V)B + A(V-B).

Buktikan V(A- B) = (B-V)A + (A-V)B + Bx(Vxa) + Ax(VxB).

Perlihatkan bahwa A = (6xy +2%)i + (3x2 — 2)j + (3x22 — y)k irotasional. Carilah ¢ sehingga A = V..

Jawab. o = 3x2y +oxz = yz + konstanta.
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Perlihatkan bahwa E = r/r? irotasional. Carilah ¢ sehingga E = — Vg dan ¢(a) = 0 di mana
a > 0.
Jawab. ¢ = In (a/r).

Jika A dan B irotasional, maka buktikan bahwa A x B solenoidal.
Jika f{r) diferensiabel, buktikan bahwa f/r/r irotasional.

Apakah terdapat fungsi vektor diferensiabel V sehingga (¢) curl V = r, (b) curl V = 2i+j+3k?

Jika ada, maka carilah V.

Jawab.  (a) Tidak ada. (b) V =3xj+(2y - x)k+ V¢, dimana ¢ adalah fungsi sebarang yang di-
ferensiabel dua kali.

Perlihatkan bahwa solusi dari persamaan Maxwell

Vxn = 1 %E VX E = ~4 2H V-a=0, V.E = 47
e 3 X E € 3¢ P
di mana p sebuah fungsi dari x, y, z dan ¢ kecepatan cahaya yang dianggap konstan, diberikan oleh

E = -Vo — cl%—’: H=VxaA
di mana A dan ¢ masing-masingnya disebut potensial-potensial vektor dan skalar, yang memenuhi per-
samaan-persamaan

A+ 13 1 ¥ _ .1 %A
(I)VA+CBz_0' (2)V2¢-:2?-—477p, @ V'a 25,2

OH

(2) Diketahui dyadik @ =ii+ij+kk, bitunglahr* (®+r)dan(r- &) - r.
(b) Apakah terdapat dua arti dalam menuliskan r-® - r ?
(c) Apakah yang dinyatakan olehr-® -r = | secara geometris ?

Jawab. (@)r+(®+1) = (t-B)er = x2+y2-- 22,

(b) Tidak.
(c) Permukaan bola dengan pusat pada titik asal.

(@) JikaA = xzi —y°j +y22k dan B = 2:2i - xyj +y°k, maka berikan arti yang mungkin un-
tuk (AxV)B  di titik (1, =1, 1)
(b) Apakah boleh untuk menuliskan hasilnya sebagai A x (VB) dengan mempergunakan dyadik.
Jawab. (a) —4ii— ij + 3ik — jj — 4ji + 3kk j
(b) Ya, apabila operasi dilakukan secara tepat.

Buktikan bahwa ¢ (x, y, z) = x? +y2 +z2 sel_:{uah skalar invarian di bawah rotasi sumbu-sumbu.

. Jika A (x, y, z) sebuah medan vektor diferensiabel invarian terhadap rotasi sumbu-sumbu, maka buktikan

bahwa (z) div A dan (b) curl A masing-masingnya adalah medan-medan skalar dan vektor invarian
di bawah transformasi.

Pecahkan persamaan-persamaan (3) dari Soal-soal yang Dipecahkan no. 38 untuk x, y, z dinyatakan dalam
x' y'z. :
Jawab. x = byx'+lyy' t sz’ y = lpx' 4 bpy' Uy, 2 o= Lax'+ gy + log 2’

. Jika A dan B invarian di bawah rotasi maka perlihatkan bahwa A - B dan A x B juga invarian.

. Perlihatkan bahwa di bawah rotasi

vV - i@+ji+ki =l'a+j'—§-—+k'a

x '3y 32 % oy B

Perlihatkan bahwa operator persamaan Laplace invarian di bawah rotasi.

V/
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