
G RADI EN,
DIVERGENSI DAN CURL

OPERATOR DIFERENSIAL VEKTOR DEL, dituliskan V, didefinisikan oleh

t = 3 i * + j * 3k = i<? - jg * k3
dx dy dz dx dy oz

Operator vektor ini :nemiliki sitat-sifat yang analog dengan vektor-vektor biasa- Adalah bermanfaat untuk men-

definisikan tiga buah besaran berikut yang muncul dalam pemakaian praktis yang dikenal sebagai gradien, dt
vergensi dan curl. Operator V juga dikenal sebagai naDla.

GRADIEN. Misalkan Q@, y., z ) terdetinisikan dan diferensiabei pada tiap-tiap titil: (x, y, z)dalam suatuda-
erah tertentu dari ruang (yakni d mendefinisikan sebuah medan skalar diferensiabel). Gradien Q,

dituliskan V@ atau grad @, didefinisikan oleh

va : <3, *3: * 3ur* = Ft * Pr *Pr.
dx Ay dz ct oy oz

Perhatikan bahwa V@ mendefinisikan sebuah medan-vektor.

Komponen dari V0 dalam arah sebuah vektor-satuan a diberikan oleh A@.a dan disebut turunan-arah
dari @ pada arah a. Secara fisis, ini adalah laju perubahan g pada (x, y, z) dalam arah a.

DMRGENSI. Misalkan Y(x,y,z) = Yti + V2i + Vsk teldefinisikandandiferensiabeldalamsuaturia-
erah ter-tentu dari ruang (yakni, V mendefinisikan sebuah rnedan vektor). Mzkadivergensi dari

V, dituliskan V. v atau div V, didefinisikan oleh

i * +k).(l{i + V2i + 4k)dz

Perhatikan arraloginya dengan A'B = 4Br, + A2B2 +

CURL. Jika Y(x, y, z) adalah sebuah ntedan vektor
curl V atau rot V. didelltrisikan oleh

A"B" . Juga perhatikan bahwa V' v I v 'V .

dil'eLensiabel maka curl atalu rotasi dari V , dituliskan

ov^
Zz

v.v = (3i + +'dx dy

av^ av^
Ez ?y

+

k

a
lz
v

3

VxV aa(=r + - l'dt oy ,{r, lr(v11 + v2i + I/"k)
dz

ij

aa
?r ?i,

VY12
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Perhatikan bahwa dalam penguraian determinan, operator-operator haruslah mendahului

q,.Y2,us -

(UMUS-RUNIUS YANG MENGANDUNG V. Jika A dan B adalah fungsi-fungsi vektoi yang diferensi-

abe1, dan d dan g fungsi-fungsi skalar dari kedudukan

{x, y, z\ yang diferensiabel, maka

1. V@*{l = V$ + Vp atau erud(O+/l = grad @ + grad rl

z. Y.6+B) = V.e + V.n atau div(A+B) = div A + div B

3. Vx(A+B) = VxA +VxB atau curl(A+B) = curlA + curlB

4. V.@A) = (V.r).A + d(V.A)

s. vx(@A) = (vd)xA + d(vxA)
6. V'1axB) = B'(VxA) - A'(VxB)

7. VxlexB) = (B.V)a - B(V.A) - (A-V)B + A(V.B)

s. V(A.B) = 1s.V)e + (A.V)B + Bx(VxA) + Ax(VxB)

e. v.1v@1 = v2o = {4 - {1 . {+7x2 7y' 722

dimana $2= g - + * $ oir.uutoperarorLaplacedx' dy' dz'

10. 9 x(Vd) = 0. Curldarigradien@adalahnol.

11. V.(V x A) = 0. Divergensi dari curl A adalah noi.

12. YxlVxa) = VtV.el - V'a

Dalam rumus-rumus 9 - 12, dianggap bahwa d dan a memilikiturunan-turunanparsialkeduayangkontinu'

INVARIANS. Pandang dua buah sistem koordinat tegak-lurus atau kerangka-kerangka aguafi xyz dan x'y'z'
(lil-rat gambar di bawah) yang memiliki titik-asal O yang sama tei:api sumbu-sumbu sistem

koordinat yang satu terotasikan (terputarkan) terhadap yang lainrrya.

Sebuah titik P dalam ruang memiliki koordinat-
koordinat (x, y, z) atau (x', y', z!) relatif terhadap sis-

tem-sistem koordinat ini. Persamaan-persamaan transfor-
masi antara koordinat-koordinat atau transformasi koor'
dinal diberikan oleh

x'= l.,r+lpN+ltsz
(1) y' ='lxx + lnT + lnz

z'=lsg+ln!+lssz

dimana lik, i, k= 1, 2, 3 menyatakan arah-arah cosinus

dari sumbu-sumbu x', y' dan z' terhadap sumbu-sum-

aaa
ox oy oz

^ 
(t,f,!)

t' 
(r',r', r')
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bu x, y, dan z (lihat Soal 38). Dalam hal di mana titik-titik asal dari kedua buah sistem koordinat tidaklah
berimpitan, maka persamaan transformasinya menjadi

(:, )

lnx+lpy+Lr,z+a't
l-r , lrry . !n: 'a':
lsx+Lyt+lsz-aL

dimanatitik-asal O sistem-koordinat xyz berada di(a1', a2', a3') relatif terhadap sistem-koordinatx'y'z'.

Persamaan-persamaan transformasi (1)mendefinisikan slatu rotaslmunri sedangkan persamaan-persamaan

/2i mendefinisikan suatu rotcsi ditambah translasi. Sebarang benda-kaku memiliki efek translasi yang diikuti
tlengan rotasi. Transformasi (1) juga disebv transformasi ortogonal. Sebuah transformasi koordinat linear
disebut suatu transformasi afin (affine transformation).

Secara fisis, sebuah fungsi skalar atau medan skalar 0 (x, y, z) yang dihitung pada suatu titik tertentu harus-
lah tak bergantung pada koordinat-koordinat dari titik tersebut. Jadi temperatur pada suatu titik tidaklah ber-
gartung pada apakah koordinat-koordinat (x, y, z) atau (x', y', z') yang dipergunakan. Makabila Q (x, y, z)
adalah temperatur pada titik P dengan koordinat (x, y, z) sedangkan 0' $', y', z') adalah ternperatur pada titik
P yang sama dengan koordinat-koordinat (x', y', ,'), haruslah kita peroleh S (x, y, z) = Q' $', y', z'). Jike
0 @, y, z) = 0' (*', y', ,'), di manax,y, zdan x', y', z'dihubungkan oleh persamaan-persamaan transformasi
(1) atau (2),maka kita menyebut Q @, y, z) sebuah invarian (invaiant)terhadap transformasi ini. Misalnya,
x' + y' + 22 invariandibawahtransformasirotasi (1 ),karena :2 + y2 + 22 = x'2 r-yt2 tr r'2.

Begitu pula, sebuah fungsi vektor atau medan vektor A{x, y, z) disebut sebuah invarian itka A(x, y, z) =
A'(x',y', z'). Ini akan benar,jika

Ar@,y,2)i+ ArQ,y,z)i+A"(x,y,z\k = ALG,y',i)i'+A'r1r',y',ili'+A:@,y',i)k'

Dalam Bab 7 dan 8, ditinjau transformasi-transformasi koordinat yang lebih umumdankonsep-konsepdiatas
diperluas.

Dapat diperlihatkan (lihat Soal 4l) bahwa gradien dari sebuah medan-skalar invarian adalah sebuah medan
vektor skalar terhadap transformasi-transformasi /1 i atau ( 2 ). Begitu pula, divergensi dan curl dari sebuah medan
vektor invarian adalah invarian di bawah transformasi ini.

Soal-soal yang Dipecahkan

GRADTEN

l. ltka $g,y,z) = 3x2y - y"r' , caLilah Vp (atau gradd) pada titik (1, -2, -1).

vd = (*, - $: *!*1u,'v-v""'1

= t*G,'y-y'r') * ;f,6r"v-v'r''t * xl&"'r-v'12)

6xy i + (3x2 - 3y2 z2)i - 2y3 zk

6(1)(-2)i * {a(r)'-3(-2)2(-1)2}j - 2(-2)3(-1)F.

-r2i-gj-16k

2. Buktikan (d) V(F+G) = VF+VG, (D) V(FG) = FVG+GYF 'dimana Fd.anG adalahfungsi-fungsi
skalar daLi x, y dan z yang diferensiabel.

v=
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(a)V(F, G) = <3r*Pt*?111ic,+c)Ox Oy Oz

= r$rr*cr * rf,<r*cl * *$<"*cr

='#.,ff-r#.,#.*9.*$
= r#. i#. *$ -,ff.,#. *$

= (r++rP**Plr*rr3*13+*3lc = Vr+Vcot Oy Oz Ot Oy dz

(6)v(rc) =,*, **r *$r.rrrcl

= $,"",, * $rrcu + 
a3{r'G)r

= (r+ * cPrr + (rS * cslr + (r+ + cPlrou Ot Cy dy dz dz

= ",#,*$r*$rr + c(H,.#r*$*r = ree +cer

3. Carilah V@ jika {a) 6 = rn I r l, (6) d = }.

.(o) r=tt+yl+zk. Maka lrl=/*-y\r" dan d=rnlrl = i:lnlr'+y'+?1.

VO = LYtrr(r'+y'*"')

= *{r$ rna2+!2+*') + iS rn1,".+yz+22\ + y}n@'*y'**1y

= *ha#-*,, . ia#.a . Yz#*\ = 5## = i
(6) vd = vtll = v(#'t = Y{@2+v'+,"-r4

= t*<r'*y'**;t/z * tf,{r,*t,*r,')-!' + x!62+rz+rz;t/z

= i{-l1rz+y2+*f shoy * J i-; 6z+rz+zz1-3/22y} * *{-.}@r+rz*rz1-3/22r}

_- -"t-yt-rL = _.
(t2+y2arz1sn - ..

4. Perlihatkanbahwa Vrz = orn-'r-

y ,n = V <,/7 +y4 ,, \n = Y k2 +yz * 
"z1n/z

= ,* {6e+rz+,zrn/2 1 * if,{r,,*yz*"zrn/z} - o* {62+rta"zrn/zy

= 1{\qx2+y2+rrrn/,-, u) * i{\lrr+f +*\n/,-, zy} + x{\<*+y2*rrr,//r-r r,y

= n(x2+y2+zrr^/z-1 Ol + /j + z k)
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nrr

rrr di mana rr sebuah vektor satuan dalam arah r, maka grn = orr-, tt

^ -/o-t
= n(rz\"t' r --

l)erhatikan bahwa jika r -

5. Perlilratkan b:rlr*,a V@ adalah seb',rh vektor yang tegakJurus pada pennukaan O(x,y, z) = c dimanac
sebuah konstanta.

Misalkan r = r'i + 1'j + zk adalah vektor posisi untuk sebarang titik P(x, y, z) pad.a permukaan.
Maka ir = d-ri + dvi + dzk terletak dalam bidangsinggung terhadap permukaan di atas pada P.

rcran! do = Ldr, * ?9r" , ?O r, = n ^, 
?'a ar lm.-'*,.L' 

'"^ 
*rr, ,ir, =0atau,e;,,;;j-;;k).(dti tdyi- dzk)=

yakni V@ . dr = O sehingga dengan demikian V@ tegak-lurus dr dan dengan demikian terhadap per-
mukaannya.

6. Carilah normal satuan terhadap pennukaan x'y * 2xz

Y1*y+Zxz) = (2xy+22)l + r2i + ?ak = -2i

Maka normal-saluan terhadap permukaan di atas =

= 4 pada titik (1, -2,3).

+ 4j + 4k pada titik (2, -2,3).

-2i+4j+4k 1. 2. 2---:- = --t r -! '-l(./(-z\'+Gf*t+)2 3 3- 3

Normal-satuan yang lain adaiah f i - ?, - io yang memiliki arah berlawanan dengan yang di atas,

7. Carilali persanraan untuk bidang singgung terhadap permukaan 2xz1 - 3xy - 4x = 7 pada trtik (l , - l, 2)

Y12rz2-3"y-4x) = (222-3y-4)i - sxl + 4xzk

Maka normal terhadap permukaan pada titik (1, -1, 2) adalah 7i - 3j + 8k.

Persamaan dari sebuah bidang yang melalui sebuah titik yang vektor kedudukannya ro dan yang mana
tegak-lurusnormai N adalah (r-ro).N = 0(LihatBab2,SoallS.).Makapersamaanyangdikehen-
daki adalah

atau

lq*i + y3 + zk)-(i*j +2k)]. (?i-Bj +8k) = 0

?(z-1) - 3(y+1) + 8(z-2) = 0.

8. Andaikan $(x, y, z) dan S@+M, y+Ly, z+Lz\ adalahtemperatur-temperaturpadaduabuahtitik
P(x, y, z) dan Q(x + Ax, y + Ly,.z + N) dari suatu daerah tertentu, yang berdekatan.

(a) lnterpretasikan secara fisis besaran ffi
jarak antara titik-titik P dan 0.

(c)

_ a(x+Lx, y+Ly, z+Lz) - Q@,y,2) di mana As adalah
As

(b)

(a)

Hitunglah .fim F = di duninterpretasikan secara fisis." As-o As ds

perliharkar bahwa * = v* . d: 
.,/s ds-

Karena A@ adalahperubahantemperaturantaratitik-titikPdanQdan As adalahjarakantaratitik-
A6

titik ini, O; menYatakan laju rata-rata dari perubahan temperatur persatuan jarak dalam arah dari

P menuju Q.
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(b ) Dan kalkulus,

O+ = #O . # O, * #O, . 
:X:.1.r:t*,1-infinitesimal 

berorde lebih tingsi dari Ax' Av''

Maka otl.o# = dr.#* . #^* .#*

atau & =P+ *Po, .q.-a,
ds dx d.s ,i 

* E d"

1d ,n"nyu,utan laju perubahan temperatur terhadap jarak di titik P dalam arah menuju Q'
ds

Inijuga disebvt turunan bertrah (directional derivative)da'ri S

dq ?qa, deay bad, .3i. a@ Ao- .dx. d- dz,");; = f;;,;7, -#; = (A.'.fri-#u,'(;tt -j+*k)
ot dr

= vq). _.
)^

Perhatikan bahwa karena 
jI- 

u6u1u1, vektor'satuan. V6.+ adalah komponen V{ daiam arah
ds 'ds

vektor satuan iili.

9. Perlihatkan bahwa laju perubahan terbesar oari @, yakni harga maksimum tulunan berarahnya' terjadi pa-

da arah vektor V{ dan besarnya sama-dengan besarnya vektor

d6
Dari Soat a(c), Zi = W'qd, adalah proyeksi Vd patla lr;ah lL ' Proyeksi ini akan maksimum apa-

d6
bila Vd dan 4 nremitiki arah yang sama. Maka harga maksimum dari ij- terjadi pada n131 Vf dan

' ds <ls

besarnya adatah l.Vdl.

10. Carilahturunanberarahdari @ = x2yz+4x22 paria(l'-2'-l)daiamarah li-j -lk'

* ==';-:;:X:' 
,, '7'-,,1,',"Y1 

+ f'!'+ 1*Y +*xz)k

Vektor satuan dalam arah 2i - i - 2k adalah

a = -:=l:l;1.=== = {r-i,-30/(2)'r (-1)- + (-3)'

Maka tururtan berarah yang dikehendaki adaleh

vd." = (8i-r-1ok)-rJr--}r-fur = T -+-T = T

Karena hasil diatas bcrharga positif. ini berarti p bertambah dalarn arah ini'

ll. /ai Dala;tarahntaiukalrdarititik(1. l. l).turtrrruubcrarahtlrriQ = x2.t'23 bcrlurgltttaksitrtunr'l

/bi BcLaplkah bcsarnyl halgr tlrtksin,trnl itri l

vQ 
= ::;':"* 1 ,,?""u,' i,:;_i, 

- 3'27"2 k

Maka dari Soal 9.
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/a/ turunan berarahnya maksimum dalam arah Vd = _*f _41 + Ut,
(b) besarnya maksimuminiadalah lV+l = /@T@+eg = fi26 = E/h.

Carilalrsudutantarapermukaan-perrnukaan xz +y2 +22 =9dan z = x2 +y, -3 padatitik(1,-l,l).
Sudul "rntara permukaan-permukaan pada titik diatas adalah sudut antara normal-normal pada per-

mukaan-permukaan di titik itu.

Normal terhadap xz + y2 + z2 = 9 di (2, -1,2) adalah

Y6, = Y(* +y2+r2) -- 2xi + zy! + 2zh = 4l - 2j + 4k

Normalterhadap z = x2 +y2 -3 atau i2 +.v2 -z = 3 di(2,_1,2) adalah

Yda = Y1r2+y2-21 = 2ei + zyJ - x = 4i - 2i - k

(94i.(VQz) = lVOrl lV6rl "o" 
d, dimana0 adalahsudut yangdiinginkan.

(qi-2i +4k).(4i- 2j-k) = I u,_ 2j +4k I I li_z:_* | cos €

16 + 4 - + = /@. 1-2n@ / Ga47i-r7;€*

dan cos0= JL=* = 0.5819i jadi suduttancipnya adalah0=arccos0.58tg
etE 63

Maka

cos I

= 64o2s'.

13. Misalkan R adalahjarakdarisebuahtitik tetap A(a,b,c\ kesebarangritik P(x.S,,z). perlihatkal' bahwa VR adalah vektor satuan dalam arah Ap = R.

Jika ra danrp adalahmasing-masingvektor-vektorposlsi ai+D-i+ck dan xi+yj+zkdari.4 danP,makaR=rp_in=(x;a)i+6l_b)j+(z-c)k,sehinggap,=/<mf*ffi,uiiu

(x-dtl + (!-D)J + (z-c)k/-----____-y'qx-a1'+(y-bf'+(z-cf =E
R

14. Misalkan ? sebarang titik pada elips yang titik-titik apinya berada pada titik-titik A daa B,seperti diperli-
hatkan dalam gambar di bawah. Buktikan bahwa garisgaris ,4P dan BP membuat zudut-sudut y"ng ,urnu
terhadap garis-singgung pada elips di P.

Misalkan R, = AP dan Rr = BP

Vn=v(@)=

adalah vektor satuan dalam arah R.

masing-masing menyatakan vektor-vektor yang digam-
barkan dari titik-titik A dar' B ke titik p pada elips, dan
misalkan ?" adalah sebuah vektor singgung satuan pada
elips di P.

Karena sebuah alips adalah tempat kcduLlukan dari
semua titik p yang junrlah jaraknya ke dua buah titik
tetap A dan I adalah sebuah konstanta p, maka terlihat
bahwa persamaan untuk elips adalah R r + R2 = p.

Menurut 5q21 5, VlRr+ftr1 adalah normal terhadap
elips; oleh karena itu [V1Rr+Rr1] ..r = O atau,(V&)..r = _(vRl) .T.

Karena VR1 dan VRz :rdalah masing-masing vek-
tor-vektor satuan dalam arah R1 dan R2 (Soal l3),
maka cosinus dari sudut antara V?, cl"n T sarna-de-
ngan cosinus dari sudut antare Vfi1 Jan T;karena
itu sudutnya sen<iiri adalah sama.
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Persoalan ini mempunyai suatu interpretasi fisis. Sinar-sinar cahaya (atau gelombang€elombang suara)

yang berasal dari titik-api l, misalnya, akan dipantulkan dari elips ke titik api 8.

DIYERCENSI

15. Jika A = x2zl - 4t", I + xy2zlt, makacarilah V.A (ataudiv A) padatitik(l,-l,l).

tPr * P1 * $ll . (;2zt - rysz2 ! + rv2zli)
Ox Oy Oz

]t,'"1 * !<-2r",'\ * j@r',1
Ot Ol

\
bz - q2z2 t xy2 = 2(r)(r) - 6(-1)2(1)2 + (1)(-l)2 = -3 ii(1,- 1,1)

V.e =

16. Diketahui 0 = 2x1y2za. (a) Carilah V.V@ (atau divgrad 0). (b) Perlihatkan bahwa

dimana V' = 4 * -{ * a" menyatakan operator tapiacian.
lx2 7y2 722

1o1 Vo = t*<2"'yr".1 + 1$ptf,'t , tf.wY,lli

= &2/2zo'i + 4zslza ! + g"3y2r3 |

Maka V.V@ = ,*, *$r * !n.<*'r'ft+4zsyza!+s,3y2,'t1

9-v6 =g'4,

aa
ial V.Vo = r*l + *tOx Oy

aad
= =-(<-) +

Oz Ot

^1 12oo
'a"' At'

17. Buktikan rrun*, 'V;1|1

lr*1+', * f;<n*r*t 
* !<esr',"t

L2.zy2za + 4rsza + 24zsy2z2

* 3rr- rPi * P, * P*,
dz da dy dz

a ad a ad a'6 a'6 a'o
t(t)*.,(t)=AF,V*a,,

. #,r = v'6

=0.

v'rlr =,*r.*.$,,ffi'
a- l
dt y'rz *rz * 2

dr.
dx' y're *rz *rz

lo, *r,**)-7/2 = -*(r2 +rc*rzr-sh

![-, <,' * r' + ,'\-3k)

gr2(12 +),2 + *f,/z - pz +rz * "r)-"/'

Dengan cara yang sama,
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?'rtr-E-r2-r2A21,-zr'-r'-y'q(r,Vrr*rr' = orrr"rr* dan d7(ml = p-r4$v,

Makadenganmenjumlahkan. ({ . { .€r,-:=r-, = 0.Ot dy' dz' y'x2 +y2+ z2

Persamaan Y'O = O d.isebut persdmaan Laplace. Dengan demikian, e = 1 lr adalah solusi dari
persamaan ini.

18. Buktikan: (o) V.(A+ B) = V.A + V.n
(6) V.(dA) = (vd).A + d(v.A).

1al Miselkan A = Ari + A2i+13k, B = Bri +Bzj + gsk.

Maka V.1e+n1 = f9, * $t * ]r,1. k4*ar)t + (L+B)i + 11.+8")k).Orqdz

= P,a*q, * p1e,*a; * 3ra*alox Oy dz' "

=+..+-g'*?f'*93.P'ouOydzdxqdz

= 19, * $i * $*1.qr,, +Ad+Aak\
Ox dy dz

* <P, * 
^31 

* 3*1.<rr, +8"J +4r)&oyoz

= V.e + V.n

1ay V. 1@n,1 = Y.(6,qi + +A2i + e&k)

= $,0r,, * $<de,t 
* 

$<d;"r

= ffn, - o* *#n,. o+ *#n" . 6*
= !n, . ffn, *# n, . rr* . * .*,ax

a6.= ,?,r.S, -$*,.,r,r +A2i+Ask). ,,*,.*, *$*r.<r,, +A2!+Ask\

= (Vd).A + @1V.e1

19. Buktikan V.( !) = 0 .r'

Misalkan d = r-3 dan 4=rdalam hasildariSoal 1g/6/.

Maka V.(r-3r1 = 1Vr-3).1 + 1r-3)V.r

= -3r-sr.r + 3r-3 = g, pergunakanSoal4.

20. Buktikan'v.Qvy -vYul = uY'y - vv2u.
Dari Soal l8(b), d,enean Q = lJ dan e ! VV

Y.tuYvl = 1Vu1.1Vrzy + u(V.Vv,, = tVut.1iv,1 * uy,v
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Pertukarkan U dan Y

Kemudian kurangkan,

menghasilkan Y. <v YUI

9.<uYvt - Y.tv Vui =

= (Vv).(Vu) + vY"tt.

Y.pYv -vVu\
tVul.tVvl * uY2v - ltVrrl.tVul+vY2u)
uV'v - v92u

21. suatu fluida bergerak sehingga kecepatannya pada sebarang titik adalah- t(x, y, z)' Perlihatkan bahwa. ke-

hilangan fluida (the r." "i n"ial pei satuan uolume per satuan waktu dalam sebuah ernpat-persegi-panjang

kecil yang memiliki pusat di P(x, y, z)dan sisi-sisinya sejajar dengan sumbu'sumbu koordinat yang besar-

nya masing-masing Ar, Ay, Az.secara pendekatan diberikan oleh diu v = v' v '

r

Dengan melihat Pada gambar diatas

komponen x darikecepatan v di P = ',

komponen x dari v padapusat sisiAFED = ul

komponen x dari v pada pusat sisi GIICB = t7

- 19r a,
2?x
t?u. ^+ _ __--! L\a
2?x

Maka (1) volume fluida yang melewati AFED pet satuan waktu = ("1

(2) volume fluida yang melewati GHCB pet satuan waktu

Kehilangan dalam volume per satuan waktu dalam arah x

(vr

(2)

kurang lebih

kurang lebih

-rL&rAvAz22,
* 1 ?''t Art Av Az .

LOx

- (1) = 91 a,arl..
Z"

Dengan cara yangsama, kehilangan dalam volume per satuan v/aktu daiam arahy - I UN4'.
dy

kehilangan daiam volume per satuan waktu dalam arah x = f l't 6t 6' 4" '

Maka, kehilangan total dalam volume per satuan volume per satuan waktu

cL. ;l' 1,.
, ) r \ \:

'C1 -Y '. = l,1 = V'V

-1t 1:r. -:.

Ini se.ara eksak benar hanya dalam limit empat-persegi-panjangnya menyusut 
rke 

titik P' yakni bila Ax'

Ay dan & menuju nol. Jita tak ada kehilangan nulOa ai *unuprr., *u1u V v = 0. Ini disebut per-

samaan kontmuitas (continuity equation) untuk fluida tak termampatkan (incompressible)' Karena

fluida tak diciptakan maupun dimusnahkan pada sebarang titik. maka dikatakan bahwa ia tak memiliki

sumber (source) dan sungap (sink). Sebuah vektor seperti v yang divergensinya nol kerapkali disebut

solenoidal.
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i

a
1

2x +22

25. Buktikan: (a) VX(A+B) = VxA + VxB
, (6) Vx(dA) = IVdl rA + d(VxA).

Iai Misalkan = AJ+Ael +131, B = Brt +Brt +8"&. Maka:

;)).vx(A+B) = ,;,*;j. a"ul , l(,qrrBr)t +(A2+82)i +1x.+8.1k]

aaaa,ua.
At+81 A2+82 A"*?"

22. Tentukankonstanta a sehinggavektor V = (r+3/)i + 1y-Zzlj + (x+dz,)k adalahsolenoidal.
Sebuah vektor V adalah solenoidaljika divergensinya nol (Soal 2l).

V-v = .4"+3yl + 3(y-zz) + 3r, +az\ = I + I + aox Oy dz'

Maka Vy=a+2=0 apabilao=_!.

CURL

23. Jika A = xz? i - ?.x2yzj + 2yzo h, carilah Vx A (ataucurlA)padatitik(1, -1, l).

);)vr A =,;, + 
ay:i 

+ 
fk)x1xz3 i - k2tzj + 2/.4k)

i i -l
a a _?lE, i, el

,r" -2x2yz zy""|

= l]<zr".t - *"r-*r,rli * [f 1,.3v - !,rr"^11, 
* i*.<-r*r,r - f r,""y]x

. 12za + 2z2y)i + 3xz2 i - 4*rry = 3j + 4k di (1,-1,1).

24. lika A = r2yi - Lrzi + 2yzk, carilahcurlcurlA.

curl curl e = Vx (Vx e)

= V, 33+ox cy iz

,2y - bz Zyz

= Y " le, +22)i - (r2 +2r)k)

j

a
a.y

0

k

d<'
Oz

2^

= (2r+2)l
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i- r4,*8.) - !,{arnarii 
, l{otr.a,l - fr<1"*a.lJJ

, [;a rx,'r, - ; 
(,41+81)lk

la4_r_a1,li , [-a1,-1r"],. t+-Plut 
- 

- al ' ' d, ?' -- D" dY

i 19& - U'li . l* - *t, . i+ - lglu),'' 'Ez E'- dx dy

V,A ' V,R

Vx(OAJ+Qarl+$,erx\

i i tI
a a al

-lDz A1 d, 
I

QA, QA, AA"l

t.3<e+r - $rd.aali 
* l.!<ae,t - $,++,1, * t$<o+r -

t-
*td4li r
oy

t+* * j e, - o* - PrJ,
dy dy dz az.

. td* -ffn, - d* - #r", I . @* -'#n, - oa+ - ?9e,1r

ok'g*-1&,, * 1!{^,-*,, * 13{^,-*r*l' dy dz dz .dx ox oY

* [rPe" -!0,r,qdz
,Po, -9r",, o <Ye,- Pr,lul'dz ' dx ot oY

69

to) Vx (de)

Maka Axr =

= 4i1Vx A) +

i
a+
?r

Aa

+

J

ad
?y

A2

k

ad
7"

A3

26.

= glVx a) + lVgy x n

Hitunglah V-1ex r) jika Vx A = 0.

ivlisalkan A = AJ + A2! +/"k, r = xl + yt + 2

)" ); ll

k-

= (zA2- YAs\t + 1xA3 - zAi! + UAt- rA)l

dan v-(r'r) = !1,tr-y,t"l * $ae"-za1\ 
+ !on'-'n'l

ZA, ?1" - -a!9 - ,7A, * ,?-" - ,9+
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,,*-*, * rt*-*, *,1!-*,dy dz dz tx' '?: Al

lxr + y1.,*J. trf -*rr- (# - *,, . (*-$r*r
r.1Vxe1 = r.curlA. Jika VxA=0 inimenjadinol.

Buktikan:1c1 Vx1VS1 =g (curlgradd=Ol, (6) V.(VxA) =0 (divcurlA=0).

(o) vx(vd) - v,.#,.#,.#*,
t J rl
a a ala, a, a,l
ad a@ adl
a, a, tl

= t+(#) - jrff,i, . i.3r$, - $,$,r, - t*,#,- $rffrr-
= ,#-$,, r,*-#,, .,ffi-;*" = o

asalkan kita menganggap bahwa @ memiliki turunan-turunan parsial kedua yang kontinu sehingga urutan
dari tururrannya tidak pcnting.

111 V. lVxal = V. aaa
?" ay Zz

A7 A2 A3

27.

= v-[i+ - +)r * (+ - 1b,, . (y2- *r*tay az Az dx Ox df

? . E,r. ?A, ? E,l, AA" E 3;" 7e,
dx ay dz dy dz dx dz dx dv

ar. \2. 12 -2 -2 ..;.
= 

A" _ 34, * dA, _ dAs . dA, _ d.{r 
= o

?, E1 ?, ?r )7 E, E7 ?, D, E. D. l-'

dengan menganggap bahwa A memiliki turunan-turunan parsial kedua yang kontinu.
Perhatjkan kesamaan antara hasil-hasil diatas dengan (C x Cm) = {C x C)m = 0, di mana /n scbuah

skalardan C.(CxA) = (CxC).A = 0

28. Carilah cutl lr Jft )) di rnana l/ri diferensiabcl.

curl (r f(r)) = V x (r f(r))

= Vx(zfr,r)i+rfU)i + z /(r) k)

tI
Iol

a. I

' f,', I

I

d

u

J

-?_
ay

, f(,) y f(,)
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-- (,?/-illr . r,S-"*,, * tvS-'{'u-1 'Zr" '"E, d'- 'dx iv

T.t",,i 9I . rZ,r!:) - ii.l tr,\\"r) = -!9:: = f-1.
' dx dr ct ar Cx y'*?+y2+"2 r

Dengan o." ,"r'i o,nr, * = + "^" *= + .

Makahasilnya = (,+-r+)t + @+- ''*r, * o+ -'f|" ' u'

29. Buktikan V x lVxA) = -V'?n + V(V.e).

iJk

Vx lVxa) = V* aaa
V, ?y ?"

.4.. A2 A3

7l

- V* , Zs- ?s^l(_-__-)i r
d7 .dz

11r-1&,, - (*-1L,*l
Cz dx cx cY

I

a
dt

a
dy

k

d
a,

?e" 7A, E.4, ?a, dA, 7A,-r-E a,-;; ;;-;r.
. a 7* d,q. D E,l. ?,4o , .
L a(- _ 

=) 
_ .^ ( ^: 

_ _1")Ji
dy 'Ax Oy Oz oz ox

, D 3x" AA" ? Ex" E,{,. r .+ t: (---) - ^ (:l--)li
dz dy dz dx dr dy

- t3,%-*, - 3,*-*rt*dz Cz dx dy dy dz

A2n )2t a'.a- a'A- a'; t2',# -#r, - eo#-.#tt . ?"#-ff'*
-,r'n, *=.'X.,, . ,?'+ -1r,, - (+.9+,n- (:. a, c.a." '?rEy Er?7'- 'd*1. E'?''

in, 3'0, ai,., ,-i1, - {t, -in,r, * ,-{!, - a'1" - a"4",'u
e ;-#- a=,, 

* e a?- - df - az2)r 
* t-17 - a; - rrt"

. , 1. !o-, * !'* r,. ,li ,{+. g*-,, - ,* .* - *,-' 7.,? D7 E, ?. Dr' 'D. ?v dY' d' C' cr dz dY cz dz'

- (+r'^ - { - d-, (Att + A2r + A3k)
dr' dv' dz'

- ,*,* .* rtu&, -,i,* ,X'-*, - *;1,#,'-*l . *,



curty = 7x v = Yx (arxl) = O, l.', :r,

l, v

GRADILN, DIVEI{GLNSi DAN ('LIRL

-Y'e, , Yr?ll . d'q, -dA"tox dy dz

-V'A * VrV.al

k

a3

z

= Y , f@r" -r,4fll + (ayx - tDrz)l + (a* -r,,2")\)

Bila diinginkan, pekerjaan menulis ini dapat dipersingkat begitupula dengan turunan-turunan lainnya de-
ngaa hanya menuliskan komponen-komponen i karena yang lainnya dapat diperoleh berdasarkan simetri.

Hasil di atas dapat juga dibuktikan secara formal sebagai berikut.
Dari Soal 47 (a) , Bab 2,

(1) Ax(Bxc) = B(A.c)-(A.B)c

.lnrbil A=S=V dan C=F,

VxlVxny = V1V.ny-1V.V1 r = VrV.nt_fn
Perhatikan bahwa rumus /1/ haruslah ditulis sedemikian sehingga operator-operator A dan B mendahului
operator C, bila tidak demikian maka rumus ini tak dapat digunakan.

30. Jika v = o) x r, buktikan (n = ,, cwl v dimana ar adalah sebuah vektor konstan.

I=l
i

a
?,

J

a
a/

k

a
?, = 2(r,ttl + a2J + c.3k) = 2d,| --

I
I ds2z - a4y asx - a)tz o:y _ a2x

Maka ar = iVrv = lcurtv.

Soal ini merrunjukkan bahwa curl dari sebuah medan vektor mempunyai hubungan dengan sifat*ifat
rotasi dari medan. Ini diperkuat dalam Bab 6. Jika medan F disebabkan karena fluida yang bergerak
misalnya, maka sebuah kincir air yang ditempatkan pada berbagai tempat dalam medan akan cenderung
untuk berputar dalam daerah dimana curl F * 0, sedangkan dalam daerah dimana curl F = 0 maka taII
akan terjadi perputaran (rotasi) dan medan' F disebut irotasional. Sebuah medan yang tidak irotasional
seringkali disebut sebuah medan pual otou uortri, (vortex field).

31. Ilila'v'E =0,v'H =0,vxE = - $,vru = 
$nerlihatkanbahwa 

E dan H memenuhifu

VxlVxry = Vx(-$, = -?r<v,nl = -*,*, = *
DariSoal 29, YxlVxsl = -f" *V1V.e1 = -fr. Maka f" = *.

Begitupula, V,1V,ny = V,,*, = *,Or", = a?,-J}, = _#

Tetapi VxlVxR) = -V2R + V1V.ny = -fu. Maka tr, = #.

2

=?uIt'
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Persamaan-persamaan yang diberikan di atas berhubungan Jengan persdmodn Maxwell dalam teori
12 12 ^2 ^2elektromdkneti&. Persamaan 9"_ - *+ * {i = *+ disebut persamaan gelombang.
Ox' Oz' da'

(5)

(6)

73

SOAL-SOAL ShRIIA ANEKA

32. (a) &buah vektor V disebut irotasional jika curl V = 0 (lihat Soal 30). Carilah konstanta-konstanta

a, D, c sehingga

Y = (r+2y+az\i + (br-3y-z)t + (4r+cf+22)k

irotasional

/Di Perlihatkan bahwa V dapat dinyatakan sebagai gradien dari sebuah fungsi skalar.

ra curr\' = Vr\' - 
I ; :, 

" I = (c+r)i { (a-4)i + (6-2)k

x+2y+az bx-31 -z 4x*cy+17

Inisamadengannolapabila a = 4, b = 2, c = -l sehingga

V = (, +2y +42)l + (?., -3y -z)t + G, -y +22)i

(b) Anseaptah.v ='?6 = P, * P, - -^@*
dx dy dz.

ad a6 ad
Maka (I) * = ,*A +4,: (2) i = b-tv-2, (J) e; = k-v *2r.

Integrasikan (t) secara sebagian terhadap r, dengan mempertahankan / dan z konstan,maka

(4) O=+!bt+4*z+l(y,z)
dimana f (y, z) adalah suatu fungsi sebarang dari y dan z. Dengan cara yang sama maka dari (2)

dan (3) diperoleh

e = 4y -+ - yz + s(r,z)

4 = qzr-lz + z2 +h(r,71.

Perbandingkan (4), (5) dan (6) maka terlihat bahwa akan terdapat suatu harga 0 yang sama apa-

bila kita memilih
-3v2or2r-r23v2f(y,z\---:t-+z', g(x,z)=1'"', h(x,y)= Z- 2

sehi ngga

6=+ Y*,r*2ny+4;tz-yz
Perhatikan bahwakitadapat pulamenambahkansebarangkonstantapada p. Pada umumnya jika Vx V = O,

maka kita dapat menemukan @ sehingga V=Vd. Sebuah medan vektor yang dapat diturunkandari
sebuah medan skalar { sehingga v=Vd disebut sebuah oedan vektor konservatif dan @ disebut
potensial skalar. PerhatTkan bahwasebaliknya jika v=Vd, .maka Vxv = 0 (lihat Soal27a').

33. Perlihatkan bahwa jlka g(x, y, z) adalahsebarang solusi dari persamaan laplace, maka V@ adalah se-

buah vektor yang bersifat solenoidal maupun irotasional.

Menurut hipotesis, @ memenuhipersamaan Laplace itf= o,. yakni V.1V@1 = 0. Maka V@ aaa-

lah solenoidal (lihat Soal*oal 2l dalr22\.

Dari Soal 27a., 9 x tVdl = o sehingga V@ adalah irotasional
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34. Berikan definisi yang mungkin dari grad B.

Anggaplah B = 8ri + 82J + 83k. Secara formal, kita dapat mendefinisikan grad B sebagai

*rl <ari + B"j + Brk)
da

Vs

i -a11ii

i.aeij

l.a21jl

i -aeekj =

(:' i

;;(ai++J+
Ct dy

aB. ?n^ 3n.= + ii * i?i1 + ::13 ikAx Ax dt

aB, . aB" Ea"_-'jt+:jj++lkdy 9t dy

Da. da^+ 
-_ 

- hi + =i kJ +
dz Cz

tsr"--: kk
Oz

Besaran-besaran i i, i j, dan seterusnya disebut dyad-tlyad satuan.(Perhatikan bahwa i j misalnya tidak
sama dengan j i..).

Sebuah besaran yang berbentuk

arii + oeij + dfik + arrii + aoii + a%lk + aokl + orrkl + aokh

disebut sebuah dyadik (dyadic) dan koefisien-koefisien ar t , dtz, . . . adalah komponen-komponennyd.
Susunan dari kesembilan komponen ini dalam bentuk

35.

I

disebut marriks berukuran 3 kali J. Dyadik adalah perluasan dari vektor. Perluasan yang lebih lanjut
menghasilkan triadik (triadic) yanr adalah besaran yang terdiri atas 27 buah suku berbentukalsl iii+
a21v iii +... Studi mengbnai bagaimana komponen-komponen sebuah dyadic atau triadic bertransformasi
dari sistem koordinat yang satu ke yang lainnya memperkenalkan subyek analisis tensor yang dibicarakan
dalam Bab 8.

'Misalkansebuahvektor A didefinisikanoleh A -- Ari+A2i+,4.3k dansebuahdyadikr[.oleh
{r = arrii + arrii + osik + arrji + a22ii + ar"jk + rhtki + arrkj + a."kk

Berikan definisi yang mungkin dari A . O

Secara formal, anggaplah hukum distributif bertaku,
A.O = (A1i+A2j +l3k).c) = A7i.a+ A2i.o+ l3k.o

Sebagai contoh, pandang i' O Perkalian ini dibentuk dengan mengambil perkalian-titik dari i
dengan tiap-tiap suku dari O dan hasil-hasilnya dijumlahkan. Contoh-contoh yang khas adalah l. a471,
7. a12it, i'qttt, i'"s2ki, dan seterusnya. Bila kita berikan arti terhadap perkalian ini sebagai berikut

;)

= alr7 karena i.l = 1

= opJ karena l.l = 1

I:arena l.J = 0

-- 0 karclra i.k = 0

o11(i. i)l
cp(i - i) j

o21(i . j) i

%:(i'k)i

dan berikan pula interpretasi yang analog terhadap suku-suku j ' @ dan k ' Q, maka

A.O = A|@irai+ a12j+ a13k) + A26rri+ aDJ+a%k) + As@871+q2j+o3k)

-- (AtantA2a21 *Asoet)i + lArap+Aeap+As"sill + (A7aa2+Azats+z{rao;k

yang mana adalah sebuah vektor. I
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36. (a) Interpretasikan simbol A.V. /Di Berikaninterpretasiyangmungkinuntuk (A'V)B. (c) Apa'
kah mungkin untuk menuliskan ini sebagai A.VB tanpa menimbulkan tafsir ganda?

. 
/a/ Misalkan A = Atl + A2t + ,{s[. Maka, secara formal

A.v = i,.11i' 42i +/"k).(+t * Pi -3u.l
Ax Ay Oz

,a= {,-! , Ar! - ^3-c)r at Az

adalah sebuah operator. Misalnya,

(r.v)@ - ,r,,i - 4,; *r. j,lo = 1,* - A,y; * o"#

Perhatikan bahwa iai sama dengan A'V@.

(b) Secaru formal. dengan mempergunakan (a) dimana d diganti oleh g = Bai + B2t + Bcb,

(A-V)B - ra-j n,a,3 . x"3ls = 1,+ - ,4,+ * erP
ax dy Cz A\ dy dz

aB, Att, ?)8. lR- Dn- aP- ls. aB" ar"- 1lt -j A2 ^- -ls-<j)i + (lr-<j +Ar-;: *,4s+)j + (/1=j +Aq-=:= +ls -Y)kax Oy Oz Ox Oy Oz Cx oy az

/c/ Pergunakan interf,retasi dari VB sebagaimaaa diberikan dalarrr Soal 34.Maka, menurut arti simbol
yang dikemukakan dalam Soal 35,

A.VB = (A1t + A2t +lsh).VB = ,{1t.VB + l2J.VB + lst.VB

?r. ?a. ?a" ?r. aB" ?4" Ea. aB" aao
= A{;1+dJ+frr * n,r6r+i;t+ 6*, * As(a;t +5;r+;;r)

yang mana memberikan hasil yang sama seperti yang diberikan C-alam bagian {b). Dafnya diperoleh
(A.V)B = e.Vn tanpa menimbulkan tafsir ganda asalkan konsep dyadik.diperkenalkan dengan sifat-
nya :/ang sebagaimana telah ditunjukkan.

37. Bila A=4zl-*yi+r*k, B=r2i+yz!- zyk dan Q.=2r'y2", carilah

(o) (A.Vld, (6) a.Vd, (c) (B.V)A, (d) (AxV)d, (e) A x Vd.

(o) (A.V)o = lpu. i * x:r j - *.2k).,*, - 3.; .3xl.l o

):f= (2yz; _ ?, 
U 

* ,,2!) (z,-y"z)

- zv'io,rLJ'23) - 
"r*ru','"1 

* "2!{2,2t'"'

= (2vz\(4xrzs) - 1x2r)1?t223) + 1xz2116fyz21

= 8ry'"o - 2.oyrt + or3yz4

ra)e.Vd = (zyzt-,2y1 +,"'r,l .tli-ffr-lPu,
= (zyzl - ,2yJ + ,r2k1 - 14ry"31 + Zr2z3: + 6r2yz2k)

/f
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(c )
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= ,ry2ro - zr"yrs * 6r"Tro

Ban<lingkan dea1an (o) menggambarkan trasil (A'V)d = A'Vd.

(B.V)A = l1*'r + yzl - xyr.l.(a3, . *, * $rl1a

= rr'3 * /"3 -,r.a;o = "+ ,.:?n - ,ri*Aa C1 Oz Ax aa

= ,21-2xy1 + z2k1 + yz{2zi - r'j) - xy(2yi + 2rzk)

= 12y22 - 2ry2)t - (Zr3y + x2yz)j + 11222 - Zx2yz)k

Untuk membandingkannya dengan B.Vl , [hat Soat 36(c).

(d) (AxV1o = l.ey"t - x2, j + xz2k1, 1]i * J; * pr.tJo' dr dr l7

t j kl
I

^^tAz -^'y ,r'I Q

-td _d_ -'l
E, Ay D,l

= tit-,'r]-,,'p) + 51,,2J-rpJ, -
Oz Oy Ox oz

- a@ ^dd ^oa da- - (x't 
* 

+ xz' 

"r)l 

+ (xz' 
ax - zyz g\i

= -.16*oy'"'+ 2x325;l + (4x2yzs - L2"2y2r311 +

exVq\ = eyzi - Pyi +,"2k1,1#t - 
H, 

- Hu,

ijk

2yz -r2y ,"'

ad ao ad
?, ZY E'

"AA "do.. oZo, ^ Do ?- .ta...= (-r'yt' - xz1',r)i + (rzl 
a1 - 2rz 7r)i + (2yz -- * tn )k

= *16xa"y2r.2+2r3rs)i + 1+r2trs*tzfy2rs1i " 14x2rro -413v22!;k

Bandingkan dengan (d) menggambarkanhasil (AxV)4 = |.xiQ.

k (2r: i

cO
(2vz-:'

( 4x't;

^),+ r'vi),@
CI

^Eo+ lv - )k'Cx

+ 41372"3 ; k

INVARLT,N

38. Dua buah sistem koordinat xyz dan x'y'z' yangtitik-asalnya berimpitan dirotasikan yang satu terhadap

yang lain. Turunkan persamaan-persamaan transformasi antara koordinat-koordinat sebuah titik dalam

kedua sistem.
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Misalkan r dan r' vektor-vektor posisi dari sebarang titik P dalam kedua sistem (lihat gambar da-
lam halaman 59). Karena r = r', maka

(1) .'i' * y'i' + ,'k' = ti * r, ;k

Untuk sebarang vektor A kita peroleh (Soal 20, Bab 2),

A = (A.i')i'+ (A.J')j'+ (A.k')k'
Maka dengan mengambilkan A = i, j, k secara berurutan,

( , = (i.i')i' + (i.j')J' + (i.k')k' = 1ti' + l^j' + l:yk'
(2) { I = (j.i')i' + (j.:')i' + (j.k')k' = tpi' + Lz:J' + t' k'

t u = (k.i')i' + (k.j');' + ik.k'.1k' = t13i' + l',3j' + tok'

Substitusikan persamaan-persamaan (2) dalam ( t ) dan jumlahkan koefisien-koefisien dari i', j', k',
kita peroleh

(3) ,'= htz +lpy +lsz, f'= lzrx +lzzy +lzcz, "'= hrx +h2y +haz

yang adalah porsamaan-persamaan transformasi yang dikehendaki

39. Buktikan i' = lui + l12i + tgk
i'= lzri+122i+ksk
k'= J.1i+rs2j+6sk

Untuksebarangvektor A kitaperoleh tr = (A.i)t + (A.j)i + (A.k)k.

Maka dengan mengambil A = i', j', k' seca.a bcrurutan,

l' = (i'.i)i + (i'.j)5 + 1i'.t;h' = l,.i + Ipj + l13k

!' = (J'.i)t + (j'.j)j + (j'.k)k. = L27i + l22i + lzsk

k' = (k'.i)i + (k'.i)i + (kr.k)k' = l31i + /l2j + A3k

1

40. Buktikanbahwa 2- l*ln= L jkam=n dan0jika m + n, dirnana m d,a n dapatmengambil
9=t

sebarang harga-harga 1, 2, 3.

Dari persamaan-p€rsamaan (2) d$i Soal 38,

l.l = 1 = (la7it + bt! + r31k'). (/11i' + lzrj' + lsrk')

= t|, * tl, + t!,

1., = 0 = (l7tl'+bti'+h1\').(let'+Ln:'+h2k')
- iitlp + lztl,n * 1:r/-

t.k = 0 : (1771' + L2tj'+ lcrk'). (lr.ii + lr"j'+ lcsk')

= Ittlo + lztlts - 1sr1o

Inimembuktikanhasil yangdiinginkandimana m = l- Dengan meninjau j'i, j' j' j'k' k'i' k' j
dan k.k makahasilnyadapatdibuktikanufltuk m = 2 dar. m = 3.

Dengan menuliskan Er,, = {; lf T,1i *^o^hasilnya dapat dituliskan sebagai 3rt6 tpn = 6^n.

Simbol 6,,, disebut sirnbol Kronecker.
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41. Jika S@, y, z) adalah sebuah skalar yang invarian terhadap rotasi sumbu-sumbu maka buktikan bahwa
grad @ adalah sebuah vektor yang invarian dibawah transformasi ini.

Menurut hipotesis 0G, y, z) = Q'G', y', z'). untuk membuktikan hasil yang diinginkan.haruslah
kitabuktikanbahwa 

P, * Pr * Pr = p: ,, * @',, 1-'..,
ox oy 7r' - ?r,' '?r,l * f;J*

Dengan mempergunakan aturan rantai dan persamaan-persamaan transformasi (3) dai Soal 38, kita
peroleh

a0 7$ 7"' ad, &, 76,?,, U' A6' a6'
a" = a,'t. ai.t * rt = 3n,h, + u;4 * -'.,ad zg,7r, a6'ar, Ed,a,, M M' M-?; = a,,U . q./a, . a/a, = *,r, * grn * *,*
P = 3d'31'.?dy,W?! _ ?d, -W'. ad'a, = a;d, . Va, * a/t = *'r" * Vtn * *'*

Perkalikan masing-masing persamaan ini dengan i, j, k, kemudian jumlahkan dan pergunakan Soal 39,
maka diperoleh hasil yang dikehendaki.

Soal-soal Tambahan

42. Jika O = 2r"o -x2y,caitah Vp OanlV4 l paaatitik(2, -2, 1). Jawab. roi- Ei-.mlr. z/G

43. Jika A=2x2 1-3yz!+xz2 l,lanQ=Zz-xsy,ca:ilah.t.V4 Aan axV{ p3datitik(1,-l,l)
Jawab. 5, ?i-J-l1k

44. JikaF =r'"*"!/' danG= a'y-ry',carilah(a)V1r+c1 dan (6)V(r'c) padatitik(1,0,-2).
Jawab. (a) -4i + 9i + k, (6) -Sj

a5. Carilah V l.rl3. Jawab.3rr

46. Buktikan 914 = f 'ql , 
.

47. Hitunglah Y6r2 - +f * * l. Jawab. (6 - zr-sh - o-t/s,s r
y',

48. Jika YU = Ao r , carilah {l Jawab. r 6/3 + konstanta

49. Carilah@(r) sehingga VO =+ dan d(t) = o Jawab. Ot,l=ffr-{l

50. ('arilah Vry' dimana {., = (x2 + ),2 * ,, ) "-/*'r 
y'u' Jo*ab. (2 - r) e-r r

5l.JikaYQ=Uy""t+x2zsi+3*2y"2k,carilahQG,y,r\jlka4,1,-2,2)=4.Jawab.d=r'tr'+20

52. Jika Yrp = O'-b,yz31l t(3+\ry-r'"')j +(623-3r2y"21k,Carilah ry',.

Jawab. ,lt = "y, 
_ ,ry"3 + 3y + (3/2\ za + konstanta

53. Jika U adalah sebuah fungsi dari x, y, z yang diferensiabel, maka buktikan

Yu.dr=du.
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54. Jika F adalah sebuah fungsi dai x, y, z, t yan1 diferensiabel, di mana x, y, z adalah fungsi-fungsi di-
ferensiabel dari r, maka buktikan bahwa

dF = E *vr.4dt dt d.t

55. Jika A sebuahvektorkonstan,makabuktikanV(r-a) = n.

56. Jika A(x,y,z) = u{ri + A2t + Ask, maka buktikan bahwa

dA = (VAa,dtlt + (VA2.dr)J + (Vls.dr)k.

s7. Bukrikan vrll = NV jikaGlo.

58. Carilah vektor satuan yang tegak-lurus pada permukaan dari paraboloid putaran z -- z2 + y2 di titik
2i+41-1(1,2,5). Jawab.--r7-u

59. Carilahnormalsatuanyangarahnyakeluarpadapermukaan (x-l)2+r,2+(z+2\2 = 9 dititik(3, 1,-4).
fawab.(2i + t - 2k)/?

60. Carilahpersamaanuntukbidangsinggungpadapermukaan xz2 +x2y =z- I dititik(1,-3,2).
Jawab.Lx-y-32 +l = 0

61. Carilah persamaan-persamaan ultuk bidang singgung dan garis-normal pada perraukaan z = x2 + y2
di ritik (2, -1, s).

Jawab. 4r-4-z = 5, + =++=+ atau z= 4t+2, y=-2t-1, z =-t+s

62, Carilah turunan berarah dari $ = 4rz3 - ir2y2z pada (2, - l, 2) dalam arah 2i - 3j + 6k.
lawab. 3'1617.

63. Carilahtr",rrnunberarahdari P = 4e2x-y+z padatitik(1, l,-l)dalamaraLmenuju(-3,5,6).
.Iawab. -2019.

64' Dalam arah manakah dari titik (1,3,2),turunan berarah dari d = 2xz - y2 adalah maksimum ? Berapa-

kah besarnya maksimum ini ?

Jawab. Dalam arah vektor 4i - 6i + 2k, z,/Ta

55. Carilahharga-hargadarikonstanta-konstantaa,b,csehinggaturunanberarahdari@ = axy2 +byz+czzx3
di ( 1 , 2, - l ) memiliki suatu maksimum yang besarnya 64 dalam arah sejajar sumbu z.
Jawab. a=6, b=24, c=-8

66. Carilahsudutlancipantarapermukaan-perrpukaan xy2z = 3x+22 dan 3x2 -y2 +22 = I dititik
(1, _2, l).

Jawab. arc "o" 
j-- = arc cos 6 - lgotrs't/tqy'zt t4

67. Carilahkonstanta-konstantaadanbsehinggapermukaandx2 -byz =(a+2)xakantegakJuruspermuka-
an 4x2 y + z3 = 4di titik (t, *1, 2)
Jawab. a=512, b=1

68. /a/ Misalkan u dan v adalah fungsi-fungsi diferensiahel dari x, y di.n z. Perlihatkan bahwa syarat perlu dan

cukup agar u d,an v berhubungan secara fungsional rnelalui persamaan F (u, v) = 0 adalah bahwa

VuxVu = 0.

/Di Tentukanlah apakah u = arc tanr + s,rs tany dan , = -l 
*!, 

berhubungan secara fungsional.' L-xy
lawab. (b) Ya (u = tan u)

79
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69. (a) Perlihatkanbahwasyaratperludancukupagar.u{x,y,z),v(4,y,2)danw(x,y,z,/berhubungan
secara fungsional melalui persamain F(u, v, w) = O aaaUn Vz .i"ri* = o.

/D/ Nyatakan Au ' Av x Aw dalam bentuk determinan. Dcterminan ini disebut persamaan Jacob dari

u, v, w terhadap x, y, zdan ditulis Q(a,u,pt atau /(',',-).O(z,l,zl -2,!,2'

/c/ Tentukan,apakah z !x*y+2, u =12+y2+"2 dana = z7+Jz+2, berhubungansecarafungsional.

Jawab. 1b1

?u ?r ?u
Dz ?y 7,

?u 7u ?"
dzqdz
a- a- 7-
dxqdz

(c) Ya, (u2-a-ht = O)

70. Jika A=3xyz2 l+bysl-r2y, k dan @ =322-!2, carilahlayV.A, (6)A.Vd, tctV.tdel,
(d) V-(VO), di titik (1,-r,1). Jawab. 1ay 4, (6) _ 15, (c) r, (d) 6

71. Hitungiah (b2z I - xy2z ! + 3yz2 h1. Jawab. 4zz - T-yz + Byz

72. Buktikan@=Jx2z-y'r'+4r,y+Zx-gy-s,makacarilahg2$.lau,ab.6z+2b7_2rr_6yr,

73. Hitunglah V'1ln ,1. Jawab. llr2

74. Buktikan f rf, = n(n+l)rn-2 dimana n sebuah konstanta.

75. Jika .p = (3r2y-z)l + lxzs +ya11 - 1xsz2;'.makacarilah VtV.rl dititik(2,-1,0).
Jawab.-6i+241 -32k

76. Jika ,&radalahsebuahvektorkonstandanv=c,.rx r , makabuktikanbahwa div v = 0.

77. Buktikan V'<+rlrl = OV'rl, + 2VO-Vqr * *fA.
78. Jika lJ =3x2y, V=t? - ? makahitunglah.l(erad U).(grad yl].

fawab. (6y22 - l?.*)l + 6rz2 t + l2syz k

79. Hitunglah .V. 1rs r1. Jawab. 6rs

80. Hitunglah V' [rV(t/.3)] . lawab. ir-a.

81. Hitunglah V'[9. G/,r'i . Jawab. 2r-a

82. Jika A = r/r, carilah grad div {. Jawab. -2r-3 r

83. (a) Buktikan Y' 11,1 = # . ? 
nj, (b) carlah f(ri di mana Y' y.'1 = s .

Jawab. lH = a+Bft dimanaA dan B adalahkonstanta*onstanta sebarang.

84. Buktikan bahwa vektor A = 3yaz2 I + *r3zz ! - lr'y'k solenoidal.

85. Perlihatkanbahwa n = (*2 tlxy2z\l + (3x3y - 3zy)! - (4y222+2x321i tidaklahsolenoidai
tetapi B = ryzzL solenoidal.

85. Carilahfungsidiferensiabel f(r) yangpalingumrimsehingga//r/rsole4oidal.
Jawab. f(r) = C/r3 dimanaCkonstantasebarang.
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87. Perlihatkan bahwa medan vektor v = -" 
-:, 

adalah sebuah "medan sungap" Gambarkan dan beri-

kan interpretasi fisisnya. ! x' + f'

88. Jika U dan V medan-medan skalar yang diferensiabel, maka buktikan bahwa VUx VIz solenoidal.

89. Jika A=2xz2t-!"1 *3:zskdan{= x2yz,cailah

(o)VxA, (r)curl(de), (")VxlVxA), talV[e.curlA], (e)curlerad (dA) dititik(1, t,l)

Jau'ab. @Ji +J, (6)5i-3i-4k, (c)Si +3k, (d)-2i +i +8k, (e) 0

90. Jika F = x2yz, G = xy-322, maka carilah falV[fVrl'fVcl] , tolV'[tVrt'tVcl] , (clVx ltV'rl*fVcl] '

Jartab. @) (2y22 +?x2z - l?.xyz)i + (4xyz - 6"22')i + (2s'y2 + 
'3 - 6'2y)k

(b) 0

(c) (x2z - 24zyz\l - (12-x2z + l-xyz)i + 1by2 + 12y22 + x3)k

9l Hitunglah Y x 1t/r21. Jawab. O

92. Untukhargakonstantaaberapakah,vektor A =1axy-zs)l + (a-21x2 I + ll-a\x;2Y akanmemiliki
curl yang sama dengan ncl. lawab. o = 4.

93. Buktikan curl. {d grad d ) = 0.

94. Gambarkan diagra'n medar-medan vektor A = .ri+-r,j dan B = yi-xi. Hitunglahdivergensidancurl
dari tia-p-tiap medan rektor dan jelaskaa arti fisis dari hasil-hasil yang diperoleh.

95. Jika A = r2zi + yz3 i - 3xyk, R'= y' 7 - yzl + Zxk dan| = 2,'2 +vz, makacarilah

(o) A-(VO), (D) (A-V)@, (c) (A'V)8, (d) B(A'V), (e) (V'A)8.

Jauab. 1a1 4#z + y"4 - 3rl2 , (b'1 4x3z + yza - 3xy2 (sama seperti (a) )
(c\ 2y2231 + (3ry2-yz4)l + ?*22k,

(d)operator @ffzi-x2yz2 1+ zsrk)$ + lyszsi-y2rti * ?ryr"a\&

. + 1-3xysi+3xy2zi-O*yr,l$

(e\ (2ty2z + ,fr3'11 - (L"yr2 + yz4)i + (4x22 + 2s231y

96. JikaA =yz2 1-3rr2 1+2xyzh, B = 3ri + 4z!-xykdan Q=,y". makacarilah

(c) Ax (Vd), (E) (AxV) 4, G) (Vx A) x B, (d) B'Vx A.

Jauub. @) -5*yz2 1 + xY2z2! + 4xYz3 k
(b) -ix2yz2 i - zf z2 ! + 4xyzs k ( sama seperti (4) )
(c) 1623i + 18x2y:z -l2iz2\i + 3?,x22 k (d) )4x22 * $a122

97. CarilahAx(VxB)dan1lxV1 xBdititik(1,-I,2).jika e= r"2i+4i-3xzk danB=}xzi+ryzl-22h"

Jawab. AxiVxni = l8i - 12j + 16k, (axV)xB = 4j +?6k

98. Buktikan (v.V)v = LArr - vr lVx v;.

99. Buktikan V. (e x s) = B. (Vx A) - A. 1Vx B ).

100. Buktikar V:i,trB) = (B'V)A - s(V'a) - (A'V)B + A(V'B).

l0l. Buktikan V1e- nt = 1n-V;e + (A.V)B + sxlVxA) + AxlVxrl-

102. Perlihatkan bahwa A = ley+2311 + (k2 - ")i + 13x22 -y)k irotasional.Carilah@ sehinggaA = V@"

Jawab. 6 = 3iy t xz3 - 7z + konstanta.
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103- Perlihatkanbahwa E = r/r2 irotasional. carilah @ sehingga E = - vd danfla)=0 dimana
a)0.
Jawab. O = ln{alr).

104. Jika A dan B irotasional, maka buktikan bahwa A x B solenoidal.

10rl Jika f(r) diferensiabel, buktikan bahwa t'/r)r irotasional.

106. Apakah terdapat fungsi vektor diferensiabel V sehingga (a) curl V = r, (|) curl y = 2i+j + 3k ?

Jika ada, maka carilah V.
Jawab. (a) Tidak ada. (b) V = 3.tj + (2t -x)k + g4!, di mana d adalah fungsisebarangyang di-

ferensiabel dua kali.

107. Periihatkan bahwa solusi dari persamaan Maxwell

V'xR = * *. Vxr = -* *, V.n=0, y.a = rllrp

di mana p sebuah fungsi dari x, y, z dan c kecepatan cahaya yang dianggap konstan, diberikan oleh

E = -vd - l*' H=vxA
di mana A dan @ masing-masingnya disebut potensial-potensial vektor dan skalar, yang memenuhi per-
samaan-persamaan

(1) v.A . i # = r, e1f q -:r# - -471p, (r) fA =:,#
108. (r) Diketahui dyadik (F = i i + i j + k k, hitunglah r . (O . r) ctan (r . (F) . :.

(D) Apakah terdapat dua arti dalam menuliskan r . O ; r ?(c) Apatah yang dinyatakan oleh r . O .r = 1 secara geometris ?

Jawab. (a) r. (O. r) = (r. O).r = r2+y2 -. 12,

(D) Tidak.
(c) Permukaan bola dengan pusat pada titik asal.

109. (a) JikaA= '27-y2 1+yz2i dan B=2227'-xyl+ysb, makaberikanartiyangmungkinun-
tuk (Ax V)g di titik (1, -1, 1.)

(D) Apakah boleh untuk menuliskan hasilnya sebagai Ax 1VB1 dengan mempergunakan dyadik.
Jawab. (o)-4it- ij + 3tk - JJ - {Ji + 3kk

(b) ya, apabila operasi dilakukan secara tepat.

I 10. Buktikan bahwa @ (x, y, z) = ,' + y' + z2 sebuah skalar invarian di bawah rotasi sumbu*umbu.

lll. Jika A(x,y,z)sebuahmedanvektordiferensiabelinvarianlerhadaprotasisumbu_sumbu,makabirktikan
bahwa (a) div A dan (b) curl A masing-masingnya adalah medan-medan skalar dan vektor invarian
di bawah transformasi.

I I 2. Pecahkan persamaan-persamaan ( j) dari Soal-soal yang Dipecahkan no. 3 g untuk -r, 1,, z dinyatakan dalam
x,y z.
Jowab. x =llrtx'+lety'+ latz', y = ltzr'+Lrry'+lor', , =ltsx,*l*y,+lsszt

113. Jika A dan B invariandibawahrotasimakaperlihatkanbahwa A.B dan AxB jugainvarian.

I 14. Perlihatkan bahwa di bawah rotasi

v = i3 * rP - *3 = i'3 + j,g+ 1,1 - 9,Ax dy dz dx' E' dz'
I I 5. Perlihatkan bahwa operator persamaan l-aplace invarian di bawah rotasi.
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